
������ 1

�« ¢  I.

���������� Ǳ��������������������� �Ǳ�������� � R
n

x1. Ǳ±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°» ¨ ¨µ ±¨¬¢®«»

1. �¡®§­ ·¥­¨¿. Ǳ®« £ ¥¬

� = (�1; : : : ; �n); �j 2 Z+; j�j = �1 + � � �+ �n;

@j = @=@xj; @� = @�11 : : : @�nn ; �� = ��11 : : : ��nn ;

Dj = �i@j ; D� = D�1
1 : : :D�n

n :

Ǳ®¤°®¡­®±²¨ ª ±ª § ­­®¬³ ¢ ±«¥¤³¾¹¨µ ¤¢³µ ¯³­ª² µ ¬®¦­® ­ ©²¨, ­ ¯°¨-
¬¥°, ¢ «¥ª¶¨¿µ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ±¥¬¥±²° .

2. Ǳ°®±²° ­±²¢® �¢ °¶  ¡»±²°® ³¡»¢ ¾¹¨µ ´³­ª¶¨© S = S(Rn ) ±®-
±²®¨² ¨§ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ª®¬¯«¥ª±­®§­ ·­»µ ´³­ª¶¨© u(x) ± ª®­¥·­»¬¨
­®°¬ ¬¨

jhuijN = sup(1 + jxj)j�jj@�u(x)j; (1)

£¤¥ ¢¥°µ­¿¿ £° ­¼ ¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ x ¨ ¢±¥¬ �, � c j�j+ j�j � N . �¤¥±¼ N ¯°®-
¡¥£ ¥² ¢±¥ ¶¥«»¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ·¨±« . �²¨ ­®°¬» ®¯°¥¤¥«¿¾² ²®¯®«®£¨¾
¢ S. � · ±²­®±²¨, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ´³­ª¶¨© uk ¨§ S ±µ®¤¨²±¿ ª ´³­ª¶¨¨ u
¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥, ¥±«¨ ±µ®¤¨²±¿ ª ­¥© ¢ ª ¦¤®© ¨§ ½²¨µ ­®°¬.

�±«¨ u(x) 2 S, ²® x�@�u(x) 2 S.

3. Ǳ°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥. Ǳ°¿¬®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
­ ¯°¨¬¥°, ­  ´³­ª¶¨¿µ ¨§ S ´®°¬³«®©

v(�) = (Fu)(�) = F [u(x)] =

Z
e�ix��u(x) dx: (2)

�¤¥±¼ ¨ ¤ «¼¸¥

x � � =
nX
1

xj�j :

� ª «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ (2) ¯¥°¥¢®¤¨² Dju(x) ¢ �jv(�) ¨ ¯®½²®¬³
D�u(x) ¢ ��v(�). � «¥¥, ®­® ¯¥°¥¢®¤¨² xju(x) ¢ �Djv(�) (§¤¥±¼ Dj { ¯°®¨§-

¢®¤­ ¿ ¯® �j) ¨ ¯®½²®¬³ x�u(x) { ¢ (�1)j�jD�
� v(�). �²® ¯®§¢®«¿¥² ¯°®¢¥°¨²¼,

·²® ®¯¥° ²®° F ®²®¡° ¦ ¥² ¯°®±²° ­±²¢® S(Rn) ´³­ª¶¨© ®² x ¢ ¯°®±²° ­-
±²¢® S(Rn) ´³­ª¶¨© ®² �. �®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ½²® ­¥¯°¥°»¢­»© ¢ ®¡¥ ±²®°®­»
¨§®¬®°´¨§¬. � · ±²­®±²¨, ¤«¿ «¾¡®£® N ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ N 0, ·²®

jhFuijN � CN;N 0 jhuijN 0
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(­¥¯°¥°»¢­®±²¼ F ). �¡° ²­»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ®¯¥° ²®° ®¡° ²­®£® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿

�³°¼¥

u(x) = (F�1v)(x) = F�1[v(�)] = (2�)�n
Z
eix��v(�) d�: (3)

4. Ǳ°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ®¯¥° ²®°  ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ¯°¨ ¯®¬®¹¨

¯°¥®¡° §®¢ ­¨© �³°¼¥. � ±±¬®²°¨¬ «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§-
¢®¤­»µ ¯®°¿¤ª  m

a(x;D) =
X
j�j�m

a�(x)D
� (4)

c ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¨§ ¯°®±²° ­±²¢  B1 ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨© a(x), ³
ª®²®°»µ ª ¦¤ ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ D�a(x) ®£° ­¨·¥­ . � ª®© ®¯¥° ²®° ¤¥©±²¢³¥²,
ª®­¥·­®, ¢ S, ².¥. ¯¥°¥¢®¤¨² ½²® ¯°®±²° ­±²¢® ¢ ±¥¡¿, ¨ ­¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼,
·²® ®­ ¤¥©±²¢³¥² ­¥¯°¥°»¢­®. �¬¥¥¬

a(x;D)u(x) =
X
j�j�m

a�(x)F
�1��(Fu)(�):

Ǳ®«®¦¨¬
a(x; �) =

X
j�j�m

a�(x)�
�: (5)

�²  ´³­ª¶¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ (¯®«­»¬) ±¨¬¢®«®¬ ®¯¥° ²®°  (4); ¡®«¥¥ ±² °®¥ ¥¥
­ §¢ ­¨¥ { µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬­®£®·«¥­. �²¬¥²¨¬ ¥¹¥, ·²® ´³­ª¶¨¿

a0(x; �) =
X
j�j=m

a�(x)�
� (6)

­ §»¢ ¥²±¿ £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬ ®¯¥° ²®°  a(x;D). �» ¨¬¥¥¬

a(x;D)u(x) = F�1�!x[a(x; �)Fy!�u(y)]; (7)

¨«¨

a(x;D)u(x) = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��a(x; �)u(y) dy d�: (8)

�¤¥±¼ ±­ · «  ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¯® y.
Ǳ® ² ª®© ¦¥ ´®°¬³«¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨ ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®°,

­® ¯°¨ ½²®¬ ±¨¬¢®« a(x; �) ³¦¥ ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ¿¢«¿¥²±¿ ¬­®£®·«¥­®¬ ¯® �. �¤-
­ ª® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ±¨¬¢®«» ¡¥±¯®«¥§­®, ¨ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯³­ª²¥
¬» ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ­ ¨¡®«¥¥ ³¯®²°¥¡¨²¥«¼­»¥ ª« ±±» ±¨¬¢®«®¢.

5. �« ±±» ±¨¬¢®«®¢ Sm. Ǳ³±²¼ m { ¢¥¹¥±²¢¥­­®¥ ·¨±«®. �« ±± Sm =
Sm(Rn�Rn) ®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ±®±²®¿¹¨© ¨§ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ª®¬¯«¥ª±­®§­ ·-
­»µ ´³­ª¶¨© a(x; �), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¬

j@�x @�� a(x; �)j � C�;�(1 + j�j)m�j�j (9)

¯°¨ «¾¡»µ �, �. � ¤ «¼­¥©¸¥¬ ½²® ¡³¤³² ±¨¬¢®«» Ǳ�� { ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨-
 «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢. �¨±«® m ¬®¦­® ­ §¢ ²¼ ¯®°¿¤ª®¬ ±¨¬¢®« . (Ǳ®ª  ½²® ­¥
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®·¥­¼ ²®·­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯®°¿¤ª .) Ǳ®°¿¤®ª ­¥ ¬¥­¿¥²±¿ ¯°¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®-
¢ ­¨¨ ¯® x ¨ ¯®­¨¦ ¥²±¿ ­  ¥¤¨­¨¶³ ¯°¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¨ ¯® �.

�±«¨ m { ­ ²³° «¼­®¥ ·¨±«®, ²® ° ±±¬®²°¥­­»© ¢»¸¥ ±¨¬¢®« ¤¨´´¥°¥­¶¨-
 «¼­®£® ®¯¥° ²®° , ®·¥¢¨¤­®, ¯°¨­ ¤«¥¦¨² Sm.

�¹¥ ®¤¨­ ¯°¨¬¥°: ¯°¨ «¾¡®¬ ¢¥¹¥±²¢¥­­®¬ m ´³­ª¶¨¿ (1 + j�j2)m=2 ¯°¨-
­ ¤«¥¦¨² Sm (¯°®¢¥°¼²¥ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®).

�®¯®«®£¨¿ ¢ Sm ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ­®°¬

j[a]jN = sup(1 + j�j)�m+j�jj@�x @�� a(x; �)j; (10)

£¤¥ ¢¥°µ­¿¿ £° ­¼ ¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ x, � ¨ ¯® ¢±¥¬ �, � c j�j + j�j � N ,   N
¯°®¡¥£ ¥² ¶¥«»¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ·¨±« .

�¤®¡­® ¯®«®¦¨²¼
S1 = [mSm; S�1 \m Sm: (11)

�²¬¥²¨¬ ±° §³ ±«¥¤³¾¹¨¥ «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥¬»¥ ±¢®©±²¢  ½²¨µ ¯°®±²° ­±²¢.
1) �§ m1 < m2 ±«¥¤³¥², ·²® S

m1 � Sm2 .
2) Ǳ°¨ ½²®¬ Sm1 ¯«®²­® ¢ Sm2 ,   S�1 ¯«®²­® ¢® ¢±¥µ Sm.

3) �±«¨ a(x; �) 2 Sm, ²® @�x @�� a(x; �) 2 Sm�j�j.
4) �±«¨ a 2 Sm1 , b 2 Sm2 , ²® ab 2 Sm1+m2 .
5) �±«¨ a 2 Sm, b 2 S�1, ²® ab 2 S�1.

6. �« ±±» 	m ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢. Ǳ�� a(x;D)
¨§ ª« ±±  	m = 	m(Rn ) { ½²® ®¯¥° ²®°, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»© ´®°¬³«®© (7) ¨«¨, ·²®
²® ¦¥, (8), £¤¥ ±¨¬¢®« a(x; �) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² Sm.

Ǳ°¨¢¥¤¥¬ ¯°®±²¥©¸¨© ¯°¨¬¥° Ǳ��, ­¥ ¿¢«¿¾¹¥£®±¿, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¤¨´-
´¥°¥­¶¨ «¼­»¬ ®¯¥° ²®°®¬:

�m = F�1(1 + j�j2)m=2F: (12)

�­ ¡³¤¥² ¯®«¥§¥­ ¯°¨ ° ±±¬®²°¥­¨¨ Ǳ�� ¢ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ (±¬.
«¥ª¶¨¨ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ±¥¬¥±²° ). � ª ª ª ®¯¥° ²®° � ¯« ±  � ¨¬¥¥² ±¨¬¢®«
�j�j2 (¯°®¢¥°¼²¥), ²® ®¯¥° ²®° (12) · ±²® § ¯¨±»¢ ¾² ² ª: (1 � �)m=2. �²®,
¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¤°®¡­ ¿ ±²¥¯¥­¼ ®¯¥° ²®°  1��.

�  ±«¥¤³¾¹¥© «¥ª¶¨¨ ¡³¤¥² ¯°®¢¥°¥­ 

�¥®°¥¬  1. Ǳ±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° ¨§ 	m ¤¥©±²¢³¥² ­¥¯°¥-

°»¢­»¬ ®¡° §®¬ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ �¢ °¶ .

Ǳ±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°» ¡»«¨ ¢¢¥¤¥­» ¢ 60-µ ££. ¯°®¸«®£®
¢¥ª . Ǳ¥°¢®­ · «¼­® ¯®²°¥¡­®±²¼ ¢ ­¨µ ±®±²®¿«  ¢ ²®¬, ·²®¡» ®¡«¥£·¨²¼
£®¬®²®¯¨¨ ¯°¨ °¥¸¥­¨¨ ¯°®¡«¥¬» ¢»·¨±«¥­¨¿ ¨­¤¥ª±  ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ¤¨´-
´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  ­  § ¬ª­³²®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨. �²® ² ª®¥ ½««¨¯²¨-
·¥±ª¨© ®¯¥° ²®° ­  § ¬ª­³²®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨ (².¥. ª®¬¯ ª²­®¬ ¬­®£®®¡° -
§¨¨ ¡¥§ ª° ¿), ¯®ª  £®¢®°¨²¼ ° ­®. � ¸¨ «¥ª¶¨¨ ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ­ ¶¥«¥­» ­ 
¯®±²°®¥­¨¥ ²¥®°¨¨ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ Ǳ�� ­  § ¬ª­³²®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨. �««¨-
¯²¨·­®±²¼ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  (4) ¢ Rn ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬
³±«®¢¨¥¬, ­ ª« ¤»¢ ¥¬»¬ ­  ¥£® £« ¢­»© ±¨¬¢®« (6):

ja(x; �)j � cj�jm; (13)
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£¤¥ c { ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ¯®±²®¿­­ ¿. � ­® £®¢®°¨²¼ ¯®ª  ¨ ® ²®¬, ·²® ² ª®¥
¨­¤¥ª± ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ®¯¥° ²®°  ­  § ¬ª­³²®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨. � ¤ ·  ¢»·¨-
±«¥­¨¿ ¨­¤¥ª±  ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ®¯¥° ²®°  ¡»«  ¯®±² ¢«¥­  �.�. �¥«¼´ ­¤®¬
¨ ¯°¨¢«¥ª«  ¢­¨¬ ­¨¥ ®·¥­¼ ¬­®£¨µ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¢. �­  ¡»«  °¥¸¥­  ¢ ²®¯®«®-
£¨·¥±ª¨µ ²¥°¬¨­ µ, ¤«¿ ·¥£® ¨ ¯®²°¥¡®¢ «¨±¼ £®¬®²®¯¨¨ { ­¥¯°¥°»¢­»¥ ¯°¥-
®¡° §®¢ ­¨¿ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ±¨¬¢®«®¢. Ǳ®±²°®¥­¨¥ ­³¦­»µ £®¬®²®¯¨© ®·¥­¼
±¨«¼­® ®¡«¥£· ¥²±¿, ¥±«¨ ¢¬¥±²® ¬­®£®·«¥­®¢ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¡®«¥¥ ®¡-
¹¨¥ ´³­ª¶¨¨.

�¤­ ª® ± ¯®¿¢«¥­¨¥¬ Ǳ�� ¡»±²°® ¢»¿±­¨«®±¼, ·²® ®­¨ ¯°¨±³²±²¢³¾² ¢±¾¤³
¢  ­ «¨§¥ ¨ ¢ ®±®¡¥­­®±²¨ ¢ ²¥®°¨¨ ³° ¢­¥­¨© ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ. �»«®
¯®±²°®¥­® ¨±·¨±«¥­¨¥ Ǳ��, ¨ ®ª § «®±¼, ·²® ®­® ¢®¡° «® ¢ ±¥¡¿ ²¥µ­¨·¥±ª¨¥
²°³¤­®±²¨, ª®²®°»¥ ¤® ½²®£® ¢°®§¼ ¯°¥®¤®«¥¢ «¨±¼ ¢ ¬­®£®·¨±«¥­­»µ ±¯¥¶¨-
 «¼­»µ ±¨²³ ¶¨¿µ ¢ ²¥®°¨¨ ³° ¢­¥­¨© ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ.

Ǳ±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼­»© ¯®°¿-
¤®ªm, ¨ ²®£¤  ½²® ¨­²¥£° «¼­»© ®¯¥° ²®°, ¯°¨·¥¬ ®µ¢ ·¥­­»¬¨ ®ª §»¢ ¾²±¿
¢ ¦­¥©¸¨¥ ¨­²¥£° «¼­»¥ ®¯¥° ²®°» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨.

�» ­ ·¨­ ¥¬ ± ®±¢®¥­¨¿ ¨±·¨±«¥­¨¿ Ǳ��. �« ±± ±¨¬¢®«®¢ ¢»¡° ­ ¯°®±²¥©-
¸¨©, ¨ ¥£® µ¢ ²¨² ¤«¿ ° ±±¬®²°¥­¨¿ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ Ǳ��. �¡®¡¹¥­¨¿ ¡³¤³²
³ª § ­» ¯®§¤­¥¥.

Ǳ®«®¦¨¬
	1 = [m	m; 	�1 = \m	m: (14)

�±·¨±«¥­¨¥ Ǳ�� ±²°®¨²±¿ \± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¯°¨¡ ¢«¥­¨¿" Ǳ�� ¨§ 	�1 (¯®²®¬
³²®·­¨¬, ·²® §¤¥±¼ ¨¬¥¥²±¿ ¢ ¢¨¤³). Ǳ®½²®¬³ ¨­²¥°¥±­® ¢»¿±­¨²¼, ·²® ±®¡®©
¯°¥¤±² ¢«¿¾² Ǳ�� ¯®°¿¤ª  �1, ². ¥. Ǳ�� ¨§ 	�1. � ª ª ª ±¨¬¢®« ² ª®£®
Ǳ�� ¡»±²°® ³¡»¢ ¥² ¯°¨ � !1, ²® ¢ (8) ¨­²¥£° «» ¯® y ¨ � ¬®¦­® ¯®¬¥­¿²¼
¬¥±² ¬¨. Ǳ®«³· ¥²±¿, ·²® Ǳ�� a(x;D) ¨§ 	�1 { ¨­²¥£° «¼­»© ®¯¥° ²®°

a(x;D)u(x) =

Z
k(x; y)u(y) dy; (15)

£¤¥ ¿¤°® k(x; y) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©

k(x; y) = (2�)�n
Z
ei(x�y)��a(x; �) d�: (16)

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ K�1 = K�1(Rn � R
n) ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ

´³­ª¶¨© k(x; y), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¬

(1 + jx� yj)N j@�x @�y k(x; y)j � C�;�;N (17)

¯°¨ ¢±¥µ �, � ¨ ¢±¥µ ¶¥«»µ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ N . �¬»±« ½²¨µ ­¥° ¢¥­±²¢ ±®-
±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¢±¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ´³­ª¶¨¨ k ¡»±²°® ³¡»¢ ¾² ¯°¨ jx�yj ! 1.
�  ±«¥¤³¾¹¥© «¥ª¶¨¨ ¡³¤¥² ¤®ª § ­ 

�¥®°¥¬  2. Ǳ�� a(x;D) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² 	�1 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ 

®­ ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ (15) c ¿¤°®¬ k(x; y), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬ ­¥° ¢¥­±²¢ ¬

(17).
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7. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ° §«®¦¥­¨¿ ±¨¬¢®«®¢. Ǳ³±²¼ ¤ ­» ±¨¬¢®«»
a 2 Sm ¨ aj 2 Sm�j (j = 0; 1; : : : ). �» ±ª ¦¥¬, ·²® ±¨¬¢®« a ° §« £ ¥²±¿ ¢

 ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© °¿¤ ¨§ ±¨¬¢®«®¢ aj , ¨ ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼

a � a0 + a1 + : : : ; (18)

¥±«¨

a�
N�1X
0

aj 2 Sm�N (19)

¯°¨ «¾¡®¬ ­ ²³° «¼­®¬ N .
� ¯°¨¬¥°, ¢ ±«³· ¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  (4) ±¨¬¢®« a(x; �) ¥±²¼

±³¬¬ 
a = a0 + a1 + � � �+ am;

£¤¥

aj(x; �) =
X

j�j=m�j

a�(x)�
�;

¨ §¤¥±¼ ¢¬¥±²®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® °¿¤  ¬» ¨¬¥¥¬ ª®­¥·­³¾ ±³¬¬³. Ǳ®±«¥¤­¥¥
±« £ ¥¬®¥ ­¥ § ¢¨±¨² ®² �.

�  ±«¥¤³¾¹¥© «¥ª¶¨¨ ¡³¤¥² ¤®ª § ­  ²¥®°¥¬ , ¯®¤£®² ¢«¨¢ ¾¹ ¿ ¯®±²°®-
¥­¨¥ ±¨¬¢®«¨·¥±ª®£® ¨±·¨±«¥­¨¿:

�¥®°¥¬  3. Ǳ³±²¼ ¤ ­  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±¨¬¢®«®¢ aj 2 Sm�j, j =
0; 1 : : : . �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ±¨¬¢®« a c  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¬ ° §«®¦¥­¨¥¬ (18).
� §­®±²¼ ¤¢³µ ±¨¬¢®«®¢ ± ² ª¨¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¬ ° §«®¦¥­¨¥¬ ¯°¨­ ¤«¥-

¦¨² S�1.

�²  ²¥®°¥¬  ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ��¥°¬ ­¤¥°³.

� ¡¥£ ¿ ¢¯¥°¥¤, ®²¬¥²¨¬, ·²® ¤¢¥ ¢ ¦­¥©¸¨¥ ²¥®°¥¬» ±¨¬¢®«¨·¥±ª®£® ¨±-
·¨±«¥­¨¿ { ½²® ²¥®°¥¬» ® ª®¬¯®§¨¶¨¨ ¤¢³µ Ǳ�� ¨ ® Ǳ��, ´®°¬ «¼­® ±®¯°¿-
¦¥­­®¬ ª ¤ ­­®¬³ Ǳ��. � ¯¥°¢®© ¨§ ­¨µ ³²¢¥°¦¤ ¥²±¿, ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥
¤¢³µ Ǳ�� { Ǳ��, ¨ ³ª §»¢ ¥²±¿ °¥¶¥¯² ¯®±²°®¥­¨¿ ¯® ±¨¬¢®« ¬ ±®¬­®¦¨²¥-
«¥©  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ° §«®¦¥­¨¿ ¤«¿ ±¨¬¢®«  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿. �® ¢²®°®© ²¥®-
°¥¬¥ ³²¢¥°¦¤ ¥²±¿, ·²® ®¯¥° ²®°, ´®°¬ «¼­® ±®¯°¿¦¥­­»© ª Ǳ��, { Ǳ��, ¨
³ª §»¢ ¥²±¿ °¥¶¥¯² ¯®±²°®¥­¨¿ ¯® ±¨¬¢®«³ ¤ ­­®£® Ǳ��  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£®
° §«®¦¥­¨¿ ±¨¬¢®«  ´®°¬ «¼­® ±®¯°¿¦¥­­®£® Ǳ��. �¬»±« ±«®¢  \´®°¬ «¼­®"
¡³¤¥² ®¡º¿±­¥­.
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������ 2

8. �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1. � ¯¨¸¥¬ Ǳ�� A = a(x;D) 2 Sm ¢ ¢¨¤¥

Au(x) = (2�)�n
Z
eix��a(x; �)v(�) d�; £¤¥ v(�) = Fu:

�³­ª¶¨¿ v ¯°¨­ ¤«¥¦¨² S, ¯®½²®¬³ ¡»±²°® ³¡»¢ ¥², ² ª ·²® ¬®¦­® ¤¨´´¥-
°¥­¶¨°®¢ ²¼ ¯® x ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° « . Ǳ®«³· ¥¬

D�Au(x) =

Z
e�ix��b�(x; �)v(�) d�;

¨ «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® b� 2 Sm+j�j. �±­®, ·²® ½²®² ¨­²¥£° « { ®£° ­¨·¥­­ ¿
´³­ª¶¨¿. � «¥¥,

x�D�Au(x) =

Z
[D�

� e
ix��]b�(x; �)v(�) d�:

�¤¥±¼ ±¢®©±²¢  ¯®¤¨­²¥£° «¼­»µ ´³­ª¶¨© ¯®§¢®«¿¾² ¯°®¨­²¥£°¨°®¢ ²¼ ¯®
· ±²¿¬, ¨ ¬» ¯®«³· ¥¬

x�D�Au(x) = (�1)j�j
Z
eix��D�

� [b�(x; �)v(�)] d�:

�­®¢  ¢¨¤­®, ·²® ¨­²¥£° « ®£° ­¨·¥­. �®«¥¥ ²®£®, ¤«¿ «¾¡®£® N ¬» ¬®¦¥¬
­ ©²¨ ² ª®¥ N 0, ·²®

jhAuijN � CN;N 0 jhvijN 0 :

� ² ª ª ª ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ­¥¯°¥°»¢­® ®²®¡° ¦ ¥² S ­  S, ²® ¤«¿ «¾-
¡®£® N ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ N 00, ·²®

jhAuijN � C 0N;N 00 jhuijN 00 : � (1)

9. �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 2. Ǳ³±²¼ a 2 S�1. � ¯¨¸¥¬ ´®°¬³«³ ¤«¿
¿¤° :

k(x; y) = (2�)�n
Z
ei(x�y)��a(x; �) d�: (2)

� ª ª ª ±¨¬¢®« ±® ¢±¥¬¨ ¥£® ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¡»±²°® ³¡»¢ ¥² ¯°¨ � ! 1, ²®
¬®¦­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ²¼ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° « . Ǳ®«³· ¥¬

@�x @
�
y k(x; y) =

Z
ei(x�y)��a�;�(x; �) d�;

¨ «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® a�;�(x; �) 2 S�1. � «¥¥,

(x� y)
@�x @
�
y k(x; y) =

Z
D

� [e

i(x�y)��]a�;�(x; �) d�:
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�¤¥±¼ ¡»±²°®¥ ³¡»¢ ­¨¥ ´³­ª¶¨¨ a�;�(x; �) ¨ ¥¥ ¯°®¨§¢®¤­»µ ¯®§¢®«¿¥² ¯°®-
¨­²¥£°¨°®¢ ²¼ ¯® · ±²¿¬ ¨ ¯®«³·¨²¼

(x� y)
@�x @
�
y k(x; y) =

Z
ei(x�y)��a�;�;
(x; �) d�:

�¨¬¢®« a�;�;
(x; �) ±­®¢  ¯°¨­ ¤«¥¦¨² S
�1, ² ª ·²® ¨­²¥£° « ®£° ­¨·¥­. � -

ª¨¬ ®¡° §®¬, k 2 K�1.
�¡° ²­®, ¯³±²¼ k(x; y) 2 K�1. Ǳ®¤±² ¢¨¬ ¢ ¨­²¥£° «

Au(x) =

Z
k(x; y)u(y) dy

¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ u(x) ·¥°¥§ ®¡° ²­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ½²®© ´³­ª¶¨¨ ¨ ¯®¬¥­¿¥¬
¬¥±² ¬¨ ¨­²¥£° «» (®·¥¢¨¤­®, ·²® ½²® ¬®¦­® ±¤¥« ²¼). Ǳ®«³·¨¬

Au(x) = (2�)�n
Z
eix��a(x; �)v(�) d�;

£¤¥

a(x; �) =

Z
e�i(x�y)��k(x; y) dy = e�ix��

Z
eiy��k(x; y) dy: (3)

�²±¾¤ 

��a(x; �) = e�ix��
Z
[D�

y e
iy��]k(x; y) dy;

¨ §¤¥±¼ ±¯° ¢  ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¯¥°¥­®±¿²±¿ ­  k ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥¬ ¯® · ±²¿¬.
Ǳ®«³· ¥²±¿ ®£° ­¨·¥­­»© ¨­²¥£° «. �» ¢¨¤¨¬, ·²® a(x; �) ¡»±²°® ³¡»¢ ¥²
¯°¨ � !1 ° ¢­®¬¥°­® ¯® x. Ǳ°®¢¥°¼²¥ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®, ·²® ²® ¦¥ ¢¥°­® ¤«¿
¯°®¨§¢®¤­»µ ®² a. (� ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¨ ´³­ª¶¨¨ a(x; �) ¯® �j
¯°®¨±µ®¤¨² ³¬­®¦¥­¨¥ ¿¤°  ­  xj � yj c ²®·­®±²¼¾ ¤® ¯®±²®¿­­®£® ¬­®¦¨-
²¥«¿.) �

� ¬¥· ­¨¥. �®§¬®¦­® ¤°³£®¥ ­ ¯¨± ­¨¥ ¿¤° , ¨ ®­® ¡³¤¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿
¯°¨ ° ±±¬®²°¥­¨¨ Ǳ�� ª®­¥·­®£® ®²°¨¶ ²¥«¼­®£® ¯®°¿¤ª :

(2�)�n
ZZ

ei(x�y)��a(x; �)u(y) dy d� =

Z
K(x; x� y)u(y) dy;

£¤¥

K(x; y) = (2�)�n
Z
eiy��a(x; �)d�: (4)

Ǳ°¨ ² ª®© § ¯¨±¨ ¿¤°® { ®¡° ²­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥ ®² ±¨¬¢®«  ¯® ¢²®-
°®¬³ ¯¥°¥¬¥­­®¬³,   ±¨¬¢®« { ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¯°¿¬®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ �³°¼¥
®² ¿¤°  ¯® ¢²®°®¬³ ¯¥°¥¬¥­­®¬³:

a(x; �) =

Z
e�iy��K(x; y) dy: (5)
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Ǳ®ª  ¬» ­¥ ®±² ­ ¢«¨¢ ¥¬±¿ ­  ¢»¿±­¥­¨¨ ²®£®, ¢ ª ª®¬ ±¬»±«¥ ¨ ¯°¨ ª ª¨µ
³±«®¢¨¿µ ½²¨ ´®°¬³«» ª®°°¥ª²­».

10. �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 3. � ½²®¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¨­²¥°¥±­  ¯°¥-
¦¤¥ ¢±¥£® ´®°¬³« , ¯® ª®²®°®© ±²°®¨²±¿ a(x; �). �® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¤®±² -
²®·­® ¤¥«¨ª ²­®¥.

Ǳ³±²¼ �(�) { ´³­ª¶¨¿ ¨§ C1(Rn ), ° ¢­ ¿ 0 ¯°¨ j�j � 1 ¨ 1 ¯°¨ j�j � 2, ¨ ¯³±²¼
f�jg10 { ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¨±¥«, ¢ ª®²®°®© ¯¥°¢®¥ ·¨±«® ­¥
¬¥­¼¸¥ 1; ®­  ±²°®¨²±¿ ¤ «¼¸¥. Ǳ®«®¦¨¬

a(x; �) =
1X
0

�(�=�j)aj(x; �): (6)

Ǳ°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ (x; �) ²®«¼ª® ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ·«¥­®¢ ½²®£® °¿¤  ®²«¨·­®
®² ­³«¿, ¯®½²®¬³ ¢®¯°®± ® ±µ®¤¨¬®±²¨ ­¥ ¢®§­¨ª ¥².

�·¥¢¨¤­®, ·²® @��(�) ¨ j�j�@��(�) { ®£° ­¨·¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨, ¯®½²®¬³

j@�� �(�=�)j � C�(1 + j�j)�j�j (� � 1; � 2 Rn ):

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

j@�x @�� [�(�=�)aj(x; �)]j � C�;�;j(1 + j�j)m�j�j�j (7)

¯°¨ � � 1 ¨ ¢±¥µ x, �.
�·¥¢¨¤­®, ·²® ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ �; �; j ¨ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®¬ �

C�;�;j � 2�j(1 + j�j) ¤«¿ j�j > �=2: (8)

�» ¢»¡¥°¥¬ �j > �j�1 ² ª, ·²®¡»

j@�x @�� [�(�=�j)aj(x; �)]j � 2�j(1 + j�j)1+m�j�j�j (9)

·²® ¢®§¬®¦­® ¢ ±¨«³ (7) ¨ (8). �°³¡® £®¢®°¿, ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± (7) ¬» ±¯° ¢  ³¢¥-
«¨·¨«¨ ±²¥¯¥­¼ ¬­®¦¨²¥«¿ 1 + j�j ­  1, ­® § ²® ·¨±«®¢®© ¬­®¦¨²¥«¼ § ¬¥­¨«¨
­  2�j .

�¥¯¥°¼ ´³­ª¶¨¿ a(x; �) ¯®«­®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥­ . � ´¨ª±¨°³¥¬ �; �;N ¨ ¯®«®-
¦¨¬ N 0 = max(j�j+ j�j; N + 1). � ¬ ­ ¤® ®¶¥­¨²¼

@�x @
�
�

�
a(x; �)�

NX
0

aj(x; �)

�
=
X
1

+
X
2

+
X
3

: (10)

�¤¥±¼ X
1

=
NX
0

@�x @
�
� f[�(�=�j)� 1]aj(x; �)g 2 S�1; (11)
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² ª ª ª ½²  ´³­ª¶¨¿ ° ¢­  ­³«¾ ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ �. � «¥¥,

X
2

=
N 0X
N+1

@�x @
�
� [�(�=�j)aj(x; �)]

¨
j
X
2

j � C(1 + j�j)m�j�j�(N+1) (12)

¢ ±¨«³ (7). � ª®­¥¶, X
3

=
1X

N 0+1

@�x @
�
� [�(�=�j)]

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ­¥° ¢¥­±²¢³ (§¤¥±¼ ¬» ±³¬¬¨°³¥¬ ¯° ¢»¥ · ±²¨ ¢ (9))

j
X
3

j � C 0(1 + j�j)m�j�j�(N+1): (13)

�» ¢¨¤¨¬, ·²® ¬®¤³«¼ «¥¢®© · ±²¨ ¢ (10) ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨²

C 00(1 + j�j)m�j�j�(N+1);

·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¯®ª § ²¼.
�±² «®±¼ § ¬¥²¨²¼, ·²® ¥±«¨ ´³­ª¶¨¨ a ¨ ea ¨¬¥¾² ®¤­® ¨ ²® ¦¥  ±¨¬¯²®-

²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥ a0 + � � �+ aN + : : : , ²®

a� ea = fa� [a0 + � � �+ aN ]g � fea� [a0 + � � �+ aN ]g 2 Sm�N�1

¯°¨ «¾¡®¬ N . �

11. Ǳ°®¢¥°ª   ±¨¬¯²®²¨·­®±²¨ ° §«®¦¥­¨¿. �«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ®¡-
«¥£· ¥² ½²³ ¯°®¢¥°ª³.

�¥®°¥¬  4. Ǳ°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®

a(x; �) 2 C1; j@�x @�� a(x; �)j � C�;�(1 + j�j)��;� ; (14)

aj(x; �) 2 Sm�j (j = 0; 1; : : : ); (15)����a(x; �)�
l�1X
j=0

aj(x; �)

���� � Cl(1 + j�j)rl; rl ! �1: (16)

�®£¤  a 2 Sm ¨ a � a0 + a1 + : : : .

� · ±²­®±²¨, ³±«®¢¨¥ (14) ¢»¯®«­¥­®, ¥±«¨ a 2 S1,   ³±«®¢¨¥ (16) ¤o±² ²®·­®
±·¨² ²¼ ¢»¯®«­¥­­»¬ ± rl = m� l (¡¥§ ª ª¨µ-«¨¡® ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨©).

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¡³¤¥² ®¡±³¦¤ ²¼±¿ ­  ±«¥¤³¾¹¥© «¥ª¶¨¨.
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������ 3

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 4. �³¦­® ¯°®¢¥°¨²¼ ­¥° ¢¥­±²¢ 

����@�x @��
�
a(x; �)�

NX
j=0

aj(x; �)

����� � C�;�;N (1 + j�j)m�N�j�j�1; (17)

¨ ½²® ¤¥« ¥²±¿ ¨­¤³ª²¨¢­® ¯® j�j + j�j. �® ¬» ®£° ­¨·¨¬±¿ ¯¥°¢»¬¨ ¤¢³¬¿
¸ £ ¬¨.

1) j�j = j�j = 0. �¥°¥¬ l > N c rl < m�N � 1 ¨ ¨±¯®«¼§³¥¬ (15), (16).

2) j�j+ j�j = 1. � ¬ ¯®­ ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ ¨§¢¥±²­ ¿ «¥¬¬ .

�¥¬¬ . Ǳ³±²¼ f 2 B2(R) ¨ Mj = sup jf (j)(t)j, j = 0; 1; 2. �®£¤ 

M2
1 � 4M0M2: (18)

�¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯®ª  ®²«®¦¨¬. � ª®­·¨¬ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ±«³· ¿ 2).
Ǳ®«®¦¨¬ � = maxj�j+j�j�2 ��;� ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ­¥ ²¥°¿¿ ®¡¹­®±²¨, ·²® � >

m.
�±¯®«¼§³¿ (14), (15), °¥§³«¼² ² 1) ¨ «¥¬¬³, ¯®«³·¨¬ ¤«¿ j�j+j�j = 1, N 0 � N

����@�x @��
�
a(x; �)�

N 0X
j=0

aj(x; �)

�����
2

� 4(1 + j�j)m�N 0�1(1 + j�j)�;

¨ §¤¥±¼
m�N 0 � 1 + �

2
� m�N � 1� j�j

¯°¨ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®¬ N 0 > N . �±² ¥²±¿ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ (15) ¤«¿ j > N . �

�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬». �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ´®°¬³«®© �¥©«®° 

f(t+ �) = f(t) + �f 0(t) +
�2

2
f 00(t+ ��); � 2 (0; 1):

�»° ¦ ¿ ®²±¾¤  ¯¥°¢³¾ ¯°®¨§¢®¤­³¾, ¯®«³· ¥¬

M1 � 2M0

�
+
�M2

2
: (19)

Ǳ° ¢ ¿ · ±²¼ ¤®±²¨£ ¥² ¬¨­¨¬³¬  ¯°¨ 2�0=�
2 = M2=2. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ �

° ¢­® 2
p
M0=M2. Ǳ®¤±² ¢«¿¿ ¥£® ¢ (19), ¯®«³· ¥¬

M1 � 2
p
M0M2: �
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x2. �±·¨±«¥­¨¥ Ǳ�� ¢ Rn

1. �­ «¨§ ®¯¥° ²®°  ¡®«¥¥ ®¡¹¥£® ¢¨¤ . � ±±¬®²°¨¬ ®¯¥° ²®° ¢¨¤ 

Au(x) = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��p(x; y; �)u(y) dyd�: (1)

�¤¥±¼ ¢¬¥±²® ±¨¬¢®«  a(x; �) ±²®¨² ´³­ª¶¨¿ p(x; y; �), ­ §»¢ ¥¬ ¿  ¬¯«¨²³¤®©,
®² ²°¥µ £°³¯¯ ¯¥°¥¬¥­­»µ, ¯°¨·¥¬ x, y, � ¨¬¥¾² ®¤¨­ ª®¢³¾ ° §¬¥°­®±²¼ n.
�³­ª¶¨¿ u ¯®-¯°¥¦­¥¬³ ¡¥°¥²±¿ ¨§ ¯°®±²° ­±²¢  �¢ °¶ .

� ¬¥²¨¬, ·²® ¬» ¬®£«¨ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯°®±²° ­±²¢® S(Rn1 � R
n2 ), ­¥ ¯°¥¤¯®-

« £ ¿, ·²® n1 = n2. �¥©· ± ¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®

p(x; y; �) 2 Sm(R2n � R
n): (2)

�²® ¯°®±²° ­±²¢® ±®±²®¨² ¨§ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨© p, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾-
¹¨µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¬

j@�x @�y @
� p(x; y; �)j � C�;�;
(1 + j�j)m�
 (3)

¯°¨ ¢±¥µ �, �, 
.
�» ¤®ª ¦¥¬, ·²® (1) { Ǳ�� ¨§ 	m(Rn), ¨ ¢»·¨±«¨¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §-

«®¦¥­¨¥ ¥£® ±¨¬¢®« .
�® ±­ · «  ¬» \° §¢¿¦¥¬ ±¥¡¥ °³ª¨" ¢ ®²­®¸¥­¨¨ ¯®°¿¤ª  ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿.

�±«¨ m < �n, ²® ¨­²¥£° « (1)  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¨²±¿, ­® ¯°¨ m � �n ¬» ¯®ª 
¤®«¦­» ±·¨² ²¼, ·²® ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¯® y ¯°¥¤¸¥±²¢³¥² ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¾ ¯®
�. Ǳ®¿±­¨¬, ·²® ¨­²¥£° «

v(x; �) =

Z
e�iy��p(x; y; �)u(y) dy

 ¡±®«¾²­® ±µ®¤¨²±¿ ¨ ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² C(1+ j�j)m, ­® ²® ¦¥ ¢¥°­® ¤«¿ ��v(x; �)
¯°¨ «¾¡®¬ � (½²® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥¬ ¯® · ±²¿¬ ¯® y), ¯®½²®¬³ ®­
¡»±²°® ³¡»¢ ¥² ¯°¨ � !1, ² ª ·²® ¨­²¥£° «

(2�)�n
Z
eix��v(x; �) d�

²®¦¥  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¨²±¿.
�¤­ ª® ¨­²¥£° « (1) ¤®¯³±ª ¥² °¥£³«¿°¨§ ¶¨¾, ¯®±«¥ ª®²®°®© ¯®°¿¤®ª ¨­-

²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯¥°¥±² ¥² ¨£° ²¼ ±³¹¥±²¢¥­­³¾ °®«¼.
Ǳ¥°¢»© ±¯®±®¡ °¥£³«¿°¨§ ¶¨¨ ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. �®§¼¬¥¬ ´³­ª¶¨¾

�0(x) ¨§ C
1
0 (Rn), ° ¢­³¾ 1 ¢¡«¨§¨ ­ · « . Ǳ® ²¥®°¥¬¥ �¥¡¥£  ® ¬ ¦®°¨°³¥¬®©

±µ®¤¨¬®±²¨,

Au(x) = (2�)�n lim
"!0

Z
�0("�)e

ix��v(x; �) d�

= (2�)�n lim
"!0

ZZ
�0("�)e

i(x�y)��p(x; y; �)u(y) dyd�;
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¨ §¤¥±¼ \¤¢®©­®©" ¨­²¥£° « ¯®¤ §­ ª®¬ ¯°¥¤¥«   ¡±®«¾²­® ±µ®¤¨²±¿.

�» ³ª ¦¥¬ ¥¹¥ ¢²®°®© ±¯®±®¡ °¥£³«¿°¨§ ¶¨¨, ­® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¡³¤¥¬ ²®«¼ª®
¯¥°¢»¬. �¢¥¤¥¬ ®¯¥° ²®°

L = (1 + j�j2)�1
� nX

1

�jDj + 1

�
; (4)

£¤¥ Dj = �i@=@yj. �» ¨¬¥¥¬

e�iy�� = �Le�iy�� = � � � = (�1)kLke�iy��: (5)

Ǳ®½²®¬³

v(x; �) = (�1)k
Z
Lke�iy��[p(x; y; �)u(y)] dy

=

Z
e�iy��Lk[p(x; y; �)u(y)] dy

=

Z
e�iy��

X
j�j�k

p�(x; y; �)D
�u(y) dy;

¨ «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® §¤¥±¼ p� 2 Sm�k. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

Au(x) = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��
X
j�j�k

p�(x; y; �)D
�u(y) dy: (6)

�¤¥±¼ ­ ¤® ¢§¿²¼ ² ª®¥ k, ·²® m�k < �n, ¨ ²®£¤  \¤¢®©­®©" ¨­²¥£° « ±¯° ¢ 
¡³¤¥²  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¨¬±¿. �²® ¨ ¥±²¼ ¢²®°®© ±¯®±®¡ °¥£³«¿°¨§ ¶¨¨.

� ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ®¡®§­ ·¥­¨¥ �! = �1! : : : �n!.

�¥®°¥¬  1. Ǳ³±²¼ p(x; y; �) 2 Sm(R2n � R
n). �®£¤  A { Ǳ�� ¨§ 	m ±

±¨¬¢®«®¬

a(x; �) �
X
�

p�(x; �); (7)

£¤¥

p�(x; �) =
1

�!
D�
� @

�
y p(x; y; �)

��
y=x

2 Sm�j�j: (8)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡º¿±­¨¬, ª ª ¢®§­¨ª ¥² ´®°¬³«  (7). � §«®¦¨¬ p(x; y; �)
ª ª ´³­ª¶¨¾ ®² y ¯® ´®°¬³«¥ �¥©«®°  ¯® ±²¥¯¥­¿¬ y�x ± ¶¥­²°®¬ ° §«®¦¥­¨¿
¢ ²®·ª¥ x:

p(x; y; �) =
X
j�j�N

q�(x; �)(y� x)� + �N (x; y; �); (9)

£¤¥

q�(x; �) =
1

�!
@�y p(x; y; �)

��
y=x

2 Sm(Rn � R
n): (10)
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�±² ²®ª �N ¬» ¢»¯¨¸¥¬ ¯®§¤­¥¥. �« £ ¥¬»¬ ¢ ±³¬¬¥ (9) ®²¢¥· ¾² ®¯¥° -
²®°»

(2�)�n
ZZ

(�1)�[D�
� e

i(x�y)�� ]q�(x; �)u(y) dy d�:

�±«¨ m < �n, ²® ¬®¦­® ¯¥°¥±² ¢¨²¼ ¨­²¥£° «» ¯® y ¨ ¯® � ¨ ¯°®¨­²¥£°¨°®-
¢ ²¼ ¯® · ±²¿¬ ¯® �. �²¨ ®¯¥° ²®°» ¯°¨¬³² ¢¨¤

(2�)�n
ZZ

ei(x�y)��p�(x; �)u(y) dy d�: (11)

�±«¨ ¦¥ ³±«®¢¨¥ m < �n ­¥ ¢»¯®«­¥­®, ²® ²®² ¦¥ °¥§³«¼² ² ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨
¯®¬®¹¨ (¯¥°¢®©) °¥£³«¿°¨§ ¶¨¨. � ¨¬¥­­®, ¬» ¤®«¦­» ° ±±¬®²°¥²¼

lim
"!0

ZZ
(�1)�[D�

� e
i(x�y)�� ]�0("�)q�(x; �)u(y) dy d�

= lim
"!0

ZZ
ei(x�y)��D�

� [�0("�)q�(x; �)]u(y) dy d�:

�¤¥±¼ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ D�
� [: : : ] ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ �¥©¡­¨¶ . �²® «¨­¥©­ ¿

ª®¬¡¨­ ¶¨¿ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨© ´³­ª¶¨© D�
� q�(x; �) 2 Sm�j�j ¨ D


� �0("�), � + 
 = �.
�·¥¢¨¤­®, ·²® ¯°¨ "! 0 ¯®²®·¥·­®

�0("�)! 1; D

� �0("�)! 0 (
 6= 0):

�¥¬¬ .

j@
� [�0("�)]j � C
(1 + j�j)�
; (12)

£¤¥ C
 ­¥ § ¢¨±¨² ®² ".

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, �
@
� �0(�) { ®£° ­¨·¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ² ª ·²®

�
@
� [�0("�)] = "j
j�
(@
� �0)("�)

{ ´³­ª¶¨¿, ° ¢­®¬¥°­® ®£° ­¨·¥­­ ¿ ¯® " ¨ �.
�¥¯¥°¼ ¨¬¥¥¬ZZ
ei(x�y)��D�

� q�(x; �)D


� �0("�)u(y) dy d� =

Z
eix��D�

� q�(x; �)D


� �0("�)v(�) d�;

£¤¥ v = Fu, ¨ §¤¥±¼ ¢ ¯®±«¥¤­¥¬ ¨­²¥£° «¥ ¯®¤¨­²¥£° «¼­®¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ¨¬¥¥²
¨­²¥£°¨°³¥¬³¾ ¬ ¦®° ­²³, ­¥ § ¢¨±¿¹³¾ ®² ". Ǳ® ²¥®°¥¬¥ �¥¡¥£  ® ¬ ¦®-
°¨°³¥¬®© ±µ®¤¨¬®±²¨, ¯°¨ "! 0 ¨­²¥£° « ±µ®¤¨²±¿ ª 0 ¯°¨ 
 6= 0 ¨ ªZ

eiµ��p�(x; �)v(�) d�

¯°¨ 
 = 0, ².¥. ³ ­ ± ®¯¿²¼ ¯®«³· ¥²±¿ ®¯¥° ²®° (11).

Ǳ® ¯° ¢®© · ±²¨ ¢ (7) ±¨¬¢®« a(x; �) ±²°®¨²±¿ ¯® ²¥®°¥¬¥ ��¥°¬ ­¤¥° .
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�¥¯¥°¼ ­ ¤® ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ®±² ²®·­»© ·«¥­ ¢ ´®°¬³«¥ �¥©«®°  (9). �£®
¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¨­²¥£° «¼­®© ´®°¬¥, ¯°¨¤ ¢ ¥¬³ ¢¨¤

�N (x; y; �) =
X

j�j=N+1

��(x; y; �)(y� x)�; (13)

£¤¥

��(x; y; �) =
N + 1

�!

Z 1

0

(1� �)N (@�y p[x; x+ �(y � x); �] d� (14)

�²® ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨. �®°¬³«  ¥±²¼ ¢ ³­¨¢¥°±¨²¥²±ª¨µ ³·¥¡­¨ª µ
¯®  ­ «¨§³. �³­ª¶¨¨ �� ­ ±«¥¤³¾² ¯°¨­ ¤«¥¦­®±²¼ ª Sm. � ¤ «¼­¥©¸¥¬
¨±¯®«¼§³¥²±¿ ²®«¼ª® ¯®±«¥¤­¥¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®.

�±² ²®·­®¬³ ·«¥­³ ¢ ´®°¬³«¥ (9) ®²¢¥· ¥² ®¯¥° ²®°, ª®²®°»© ¯°¨ ¯®¬®¹¨
²®© ¦¥ °¥£³«¿°¨§ ¶¨¨ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

RNu(x) = (2�)�n
X

j�j=N+1

lim
"!0

ZZ
(y � x)�ei(x�y)���0("�)��(x; y; �)u(y) d�dy:

�¤¥±¼

(y � x)�ei(x�y)�� = (�1)j�jD�
� e
i(x�y)�� :

Ǳ¥°¥­®±¿ D� ­  �0("�)��(x; y; �) ¨ ¨±¯®«¼§³¿ ¯°¨ ¯°¥¤¥«¼­®¬ ¯¥°¥µ®¤¥ ² ª¨¥
¦¥ ±®®¡° ¦¥­¨¿, ª ª ¢»¸¥, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²®

RNu(x) = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��rN (x; y; �)u(y) dyd�; (15)

£¤¥

rN (x; y; �) =
X

j�j=N+1

D�
� ��(x; y; �) 2 Sm�N�1(R2n � R

n): (16)
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������ 4

�² ª, ¬» ¨¬¥¥¬

A� a(x;D) = [A�
X
j�j�N

a�(x;D)]� [a(x;D)�
X
j�j�N

a�(x;D)] = RN � eRN ;
£¤¥

RNu(x) = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��rN (x; y; �)u(y) dyd� (16)

{ ®¯¥° ²®° ±  ¬¯«¨²³¤®© rN 2 Sm�N�1 ¨

eRNu(x) = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��erN (x; �)u(y) dy d� (17)

{ Ǳ�� c ±¨¬¢®«®¬

erN (x; �) = a(x; �)�
X
j�j�N

a�(x; �) 2 Sm�N�1:

�·¨² ¿, ·²® m�N � 1 < �n, ¬» ¬®¦¥¬ ¯¥°¥¯¨± ²¼ ®¡  ½²¨ ®¯¥° ²®°  ¢ ¢¨¤¥
¨­²¥£° «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢:

RNu(x) =

Z
kN (x; y)u(y) dy ¨ eRNu(x) = Z ekN (x; y)u(y) dy: (18)

�¢®©±²¢  ¨µ ¿¤¥° ³«³·¸ ¾²±¿ ± °®±²®¬ N , ¨ ¢ ¨²®£¥ ¯®«³· ¥²±¿, ·²® A �
a(x;D) { ®¯¥° ²®° ± ¿¤°®¬ ¨§ K�1, ² ª ·²® ½²® Ǳ�� ¨§ 	�1. �¥² «¨ ¯°®-
¢¥°¼²¥ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®, ¨±¯®«¼§³¿ ±®®¡° ¦¥­¨¿ ¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ®
Ǳ�� ¨§ 	�1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, A { Ǳ�� ¨§ 	m c ³ª § ­­»¬ ¢»¸¥  ±¨¬¯²®-
²¨·¥±ª¨¬ ° §«®¦¥­¨¥¬ ±¨¬¢®« . �

�²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ´®°¬³«¥ (8) ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ (®¤­®¢°¥¬¥­­®) D� ¨ @y ­  @�
¨ Dy. �²® § ¬¥· ­¨¥ ®²­®±¨²±¿ ¨ ª ­¥ª®²®°»¬ ¤ «¼­¥©¸¨¬ ´®°¬³« ¬.

2. �¯¥° ²®°, ´®°¬ «¼­® ±®¯°¿¦¥­­»© ª Ǳ��. Ǳ³±²¼ A ¨ A(�) { ®¯¥-
° ²®°», ¤¥©±²¢³¾¹¨¥ ¤«¿ ¯°®±²®²» ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ �¢ °¶  S(Rn ). �¯¥° ²®°
A(�) ­ §»¢ ¥²±¿ ´®°¬ «¼­® ±®¯°¿¦¥­­»¬ ª A, ¥±«¨

(Au; v) = (u;A(�)v) (u; v 2 S(Rn )): (1)

�¤¥±¼ ¨ ¤ «¼¸¥ (u; v) { ®¡»·­®¥ ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ L2(R
n ):

(u; v) =

Z
u(x)v(x)dx: (2)

�«®¢® \´®°¬ «¼­®" ¯®¤·¥°ª¨¢ ¥² ²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ·²® ®¯¥° ²®°» A ¨ A(�)

­¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ª ª ®¯¥° ²®°» ¢ L2(R
n ) (®£° ­¨·¥­­»¥ ¨«¨ ­¥®£° ­¨·¥­-

­»¥).
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Ǳ°¨¬¥°». 1.Ǳ³±²¼ A { ¨­²¥£° «¼­»© ®¯¥° ²®°

Au(x) =

Z
k(x; y)u(y) dy (3)

± ¿¤°®¬, ±ª ¦¥¬, ¨§ L2(R
n � R

n ). �®£¤  A(�) { ²®¦¥ ¨­²¥£° «¼­»© ®¯¥° ²®°:

A(�)v(y) =

Z
k(x; y)v(x) dx: (4)

2. Ǳ³±²¼ A { ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®°

A =
X
j�j�m

a�(x)D
� (5)

¤«¿ ¯°®±²®²» ± ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¨§ B1(Rn). �®£¤  A(�){ ²®¦¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨-
 «¼­»© ®¯¥° ²®°:

A(�) =
X
j�j�m

D�[a�(x)�]: (6)

Ǳ°®¢¥°¼²¥ ½²® ± ¬®±²®¿²¥«¼­®. � ½²¨µ ¯°¨¬¥° µ ±®®²­®¸¥­¨¥ (1) ° ±¯°®-
±²° ­¿¥²±¿ ­  ¡®«¥¥ ¸¨°®ª¨¥ ª« ±±» ´³­ª¶¨©. � ¨¬¥­­®, ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥
®¯¥° ²®°» ¿¢«¿¾²±¿ ®£° ­¨·¥­­»¬¨ ¢ L2(R

n ), ¨ ±®®²­®¸¥­¨¥ (1) ° ±¯°®±²° -
­¿¥²±¿ ­  ´³­ª¶¨¨ u, v ¨§ L2(R

n). � ¢²®°®¬ ±«³· ¥ ¬» ¨¬¥¥¬ ®£° ­¨·¥­­»¥
®¯¥° ²®°» ¨§ ±®¡®«¥¢±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  Hm(Rn) (c¬. «¥ª¶¨¨ ¯°¥¤»¤³¹¥£®
±¥¬¥±²° ) ¢ L2(R

n), ¨ ±®®²­®¸¥­¨¥ (1) ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ­  ´³­ª¶¨¨ u, v ¨§
Hm(Rn ). �¥©· ± ¬» ° ±±¬®²°¨¬ Ǳ��, ¤«¿ ­¨µ ³ ­ ± ¯®ª  ­¥² ²¥®°¥¬» ®¡
®£° ­¨·¥­­®±²¨ ¢ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ.

�¥®°¥¬  2. Ǳ³±²¼ A { Ǳ�� ¨§ 	m c ±¨¬¢®«®¬ a(x; �). �®£¤  ±³¹¥-

±²¢³¥² ´®°¬ «¼­® ±®¯°¿¦¥­­»© ®¯¥° ²®° A(�), ¨ ½²® Ǳ�� ¨§ 	m c ±¨¬¢®«®¬

a(�)(x;D), ¨¬¥¾¹¨¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥

a(�)(x; �) �
X
�

1

�!
D�
� @

�
x a(x; �): (7)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯¨¸¥¬ Au ¢ ¢¨¤¥

Au(x) = (2�)�n
Z
eix��a(x; �)Fu(�) d�:

�¬¥¥¬

(Au; v) = (2�)�n
Z
v(x)

Z
eix��a(x; �)Fu(�) d� dx = (2�)�n

Z
Fu(�)w(�)d�;

£¤¥ (¬» § ¬¥­¿¥¬ x ­  y)

w(�) =

Z
e�iy��a(y; �)v(y) dy:
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� ª ­¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ½²® ´³­ª¶¨¿ ¨§ ¯°®±²° ­±²¢  �¢ °¶ . (�·¥¢¨¤­®,
·²® jw(�)j � C(1 + j�j)m, ­®  ­ «®£¨·­ ¿ ®¶¥­ª  ¯®«³· ¥²±¿ ¤«¿ ��w(�) ¨

��D�
�w(�).) �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ° ¢¥­±²¢®¬ Ǳ °±¥¢ «¿

(2�)�n
Z
Fu(�)w(�)d� =

Z
u(x)F�1w(x) dx

(¨«¨, ·²® ²® ¦¥, ¯®¤±² ¢¨¬ Fu(�) =
R
e�ix��u(x) dx ¨ ¯¥°¥±² ¢¨¬ ¨­²¥£° «»).

�» ¢¨¤¨¬, ·²®
(Au; v) = (u;A(�)v);

£¤¥

A(�)v(x) = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��a(y; �)v(y) dy d�: (8)

�¥¯¥°¼ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥®°¥¬®© 1. �¯¥° ²®° A(�) { ½²® Ǳ�� ± ­¥ § ¢¨c¿¹¥©
®² x  ¬¯«¨²³¤®© a(y; �), ®­ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² 	m, ¨ ½²  ²¥®°¥¬  ¤ ¥² ­ ¬  ±¨¬-
¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥ (7) ±¨¬¢®«  a(�). �

� ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¨ ¬ ²°¨·­»¥ Ǳ�� ± ¬ ²°¨·­»¬¨
±¨¬¢®« ¬¨, ¯¥°¥¢®¤¿¹¨¥ ¢¥ª²®°-´³­ª¶¨¨ ¢ ¢¥ª²®°-´³­ª¶¨¨. � ½²®¬ ±«³· ¥
²®«¼ª® ·²® ¤®ª § ­­ ¿ ²¥®°¥¬  ²®¦¥ ¢¥°­ , ­® ¢ ´®°¬³«¥ (7) ­ ¤® § ¬¥­¨²¼
ª®¬¯«¥ª±­®-±®¯°¿¦¥­­³¾ ª a ´³­ª¶¨¾ a ½°¬¨²®¢®-±®¯°¿¦¥­­®© ª a ¬ ²°¨¶¥©
a�:

a(�) �
X 1

�!
D�
� @

�
x a

�(x; �): (9)

3. �®°¬ «¼­® ²° ­±¯®­¨°®¢ ­­»© ®¯¥° ²®°. Ǳ®«®¦¨¬

hu; vi =
Z
uv dx: (10)

� §®¢¥¬ ®¯¥° ²®° A(0) ´®°¬ «¼­® ²° ­±¯®­¨°®¢ ­­»¬ ª A, ¥±«¨

hAu; vi = hu;A(0)vi (u; v 2 S(Rn )): (11)

�²® ±®®²­®¸¥­¨¥ ° ¢­®±¨«¼­® ±®®²­®¸¥­¨¾

(Au; v) = (u;A(0)v);

² ª ·²®
A(0)v = A(�)v; ¨«¨ A(�)v = A(0)v: (12)

�±«¨ A { Ǳ�� ¨§ 	m c ±¨¬¢®«®¬ a(x; �), ²® ¨§ ´®°¬³«» (8) ¯®«³· ¥¬

A(0)v(x) = (2�)�n
ZZ

e�i(x�y)��a(y; �)v(y) dy d�:

�® §¤¥±¼ ­¥®¡»·­»© §­ ª ¢ ½ª±¯®­¥­²¥. � ¬¥­¿¿ � ­  ��, ¯®«³· ¥¬

A(0)v(x) = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��a(y;��)v(y) dyd�: (13)
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�±¯®«¼§³¿ ²¥¯¥°¼ ²¥®°¥¬³ 1, ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ².

�¥®°¥¬  3. Ǳ³±²¼ A { Ǳ�� ¨§ 	m ± ±¨¬¢®«®¬ a(x; �). �®£¤  A(0) { Ǳ�� ¨§

	m ± ±¨¬¢®«®¬ a(0)(x; �), ¨¬¥¾¹¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥:

a(0)(x; �) �
X
�

1

�!
D�
� @

�
x [a(x;��)]: (14)

4. �³ «¼­®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ Ǳ��. � ¬¥²¨¬, ·²® (A(0))(0) = A (¨ ² ª¦¥
(A(�))(�) = A). Ǳ®½²®¬³ ­ ¸ Ǳ�� A = a(x;D) ¤®¯³±ª ¥² § ¯¨±¼

a(x;D)u(x) = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��ad(y; �)u(y) dy d�; (15)

£¤¥ ad(y; �) = a(0)(y;��), ¨«¨

ad(x; �) = a(0)(x;��): (16)

�²  ´³­ª¶¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ¤³ «¼­»¬ ±¨¬¢®«®¬ Ǳ�� A,   ´®°¬³«  (15) { ¥£®
¤³ «¼­»¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤³ «¼­®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¨¬¥¥²
¢¨¤

a(x;D)u(x) = F�1�!x[Fy!�[ad(y; �)u(y)]] (17)

¢ ®²«¨·¨¥ ®² ®¡»·­®£® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿

a(x;D)u(x) = F�1�!x[a(x; �)Fy!�[u(y)]]: (18)

�±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«» (14) ¨ (16), ¯®«³· ¥¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥

¤«¿ ¤³ «¼­®£® ±¨¬¢®« 

ad(x; �) �
X
�

1

�!
(�1)j�jD�

� @
�
x a(x; �): (19)

�²¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° § ¯¨± ­ ¢ ¢¨¤¥

a(x;D)u(x) =
X
j�j�m

D�[b�(x)u(x)]; (20)

²® ¥£® ¤³ «¼­»© ±¨¬¢®« ¥±²¼

ad(x; �) =
X
j�j�m

b�(x)�
�: (21)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¤«¿ ®¯¥° ²®°  (21) ¨¬¥¥¬

a(x;D)u(x) =
X
j�j�m

F�1��F [b�(x)u(x)];

¨ ¯®«³· ¥²±¿ ´®°¬³«  (17) c ¤³ «¼­»¬ ±¨¬¢®«®¬ (21).
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5. Ǳ�� ­  ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨¿µ. �® ±¨µ ¯®° ¬» ° ±±¬ ²¨¢ «¨ Ǳ��
­  ´³­ª¶¨¿µ ¨§ ¯°®±²° ­±²¢  �¢ °¶  S = S(Rn). �±¯®«¼§³¿ ¤³ «¼­»© ª A
Ǳ�� A(0), ¬®¦­® ° ±¯°®±²° ­¨²¼ ¤¥©±²¢¨¥ ®¯¥° ²®°  A ­  ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª-
¶¨¨ ¨§ ¯°®±²° ­±²¢  �¢ °¶  S 0 = S 0(Rn ) «¨­¥©­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨®­ -
«®¢ ­ ¤ S. �²® ¤¥« ¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥

hAf; ui = hf;A0ui (u 2 S; f 2 S 0): (22)

�¤¥±¼ hg; vi { ®¡®§­ ·¥­¨¥ ¤«¿ °¥§³«¼² ²  ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ´³­ª¶¨®­ «  (®¡®¡¹¥­-
­®© ´³­ª¶¨¨) g ª ®±­®¢­®© ´³­ª¶¨¨ v. �§ ²¥®°¥¬» 3 ±° §³ ¯®«³· ¥²±¿

�¥®°¥¬  4. Ǳ±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° A ¨§ 	1 ¤¥©±²¢³¥² ­¥-

¯°¥°»¢­»¬ ®¡° §®¬ ¢ S 0.
�¤¥±¼ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ­ ¤® ¯®­¨¬ ²¼ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥: ¥±«¨ fm ! f ¢ S 0

(².¥. hfm; ui ! hf; ui ¤«¿ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ u 2 S), ²® Afm ! Af . �¥¯°¥°»¢­®±²¼
¯°®¢¥°¿¥²±¿ ®·¥¢¨¤­»¬ ®¡° §®¬:

hAfm; ui = hfm; A(0)ui ! hf;A0ui = hAf; ui:

6. �®°¬³«  ¤«¿ ±¨¬¢®« . � · ±²­®±²¨, ¨¬¥¥² ±¬»±« Aeix��.

�¥®°¥¬  4. �«¿ ±¨¬¢®«  Ǳ�O A = a(x;D) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ´®°¬³« 

a(x; �) = e�ix��a(x;Dx)e
ix��: (23)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±¨¬¢®« Ǳ�� ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¥­ ½²¨ ®¯¥° ²®°®¬ (¢ ®²-
«¨·¨¥ ®²  ¬¯«¨²³¤»).

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬». �¬¥¥¬

hAeix��; u(x)i = heix��; A(0)u(x)i = (2�)�n
Z
eix��

Z
eix��

Z
e�iy��a(y;��)u(y) dy d� dx:

� ¬¥­¨¬ §¤¥±¼ � ­  ��. Ǳ®«³·¨¬, ·²® ½²® ¢»° ¦¥­¨¥ ° ¢­®

(2�)�n
Z
eix��

Z
e�ix��

�Z
eiy��a(y; �)u(y) dy

�
d� dx:

�¤¥±¼ ¤¢  ¢­¥¸­¨µ ¨­²¥£° «  ± ¬­®¦¨²¥«¥¬ (2�)�n { ½²® ®¡° ²­®¥ ¨ ¯°¿¬®¥
¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �³°¼¥: F�1x!�F�!x. Ǳ®½²®¬³ ¨µ ¬®¦­® ³¡° ²¼, § ¬¥­¨¢ � ­  �
¢ ®±² ¾¹¥¬±¿ ¨­²¥£° «¥:

hAeix��; u(x)i =
Z
eiy��a(y; �)u(y) dy = heix��a(x; �); u(x)i;

·²® ¨ ¤ ¥² ´®°¬³«³ (23).

7. �®¬¯®§¨¶¨¿ ¤¢³µ Ǳ��. �«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ , { ¬®¦¥² ¡»²¼, ¢ ¦­¥©-
¸ ¿ ¢ ¨±·¨±«¥­¨¨ Ǳ��.

�¥®°¥¬  5. Ǳ³±²¼ A = a(x;D) ¨ B = b(x;D) { Ǳ�� ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¨§

	m1 ¨ 	m2 . �®£¤  C = BA { Ǳ�� ¨§ 	m1+m2 ± ±¨¬¢®«®¬ c(x; �), ¨¬¥¾¹¨¬
 ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥

c(x; �) �
X 1

�!
D�
� b(x; �)@

�
xa(x; �): (24)
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������ 5.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 5. �» § ¯¨¸¥¬ Ǳ�� B ¢ ®¡»·­®© ´®°¬¥ ¨
Ǳ�� A ¢ ¤³ «¼­®© ´®°¬¥:

(Bv)(x) = F�1�!xb(x; �)Fz!�[v(z)]; (25)

£¤¥
v(z) = (Au)(z) = F�1�!zFy!�[ad(y; �)u(y)]: (26)

Ǳ®¤±² ¢¨¬ (26) ¢ (25) ¨ ®¯³±²¨¬ Fz!�F
�1
�!z . Ǳ®«³·¨¬

Cu(x) = F�1�!x[b(x; �)Fy!�[ad(y; �)u(y)]] = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��b(x; �)ad(y; �) dy d�:

(27)
�²® Ǳ�� ±  ¬¯«¨²³¤®© b(x; �)ad(y; �) 2 Sm1+m2 . �£® ±¨¬¢®« c(x; �) ¨¬¥¥²
 ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥

c(x; �) �
X
�

1

�!
@�� [b(x; �)D

�
xad(x; �)]; (25)

¨ §¤¥±¼

ad(x; �) �
X 1

�!
(�1)j�j@��D�

xa(x; �) (26)

¯® ´®°¬³«¥ (19). Ǳ®¤±² ¢¨¬ (26) ¢ (25) ¨ ¢»·¨±«¨¬ @�� ¯® ´®°¬³«¥ �¥©¡­¨¶ 

@�[f � g] =
X


+Æ=�

�!


!Æ!
@
f � @Æg:

Ǳ®«³·¨¬

c(x; �) �
X
�;
;Æ

(�1)j�j
�!
!Æ!

@
� b(x; �) � @�+Æ� D�+
+Æ
x a(x; �) (27)

�²®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© °¿¤, ¢ ª®²®°®¬ ¯®°¿¤®ª ±« £ ¥¬»µ ¯ ¤ ¥² ± °®±²®¬
j�j+ j
j+ jÆj. �¥¯¥°¼ ¬» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ´®°¬³«®© �¼¾²®­ 

(� � �){ =
X

�+Æ={

{!

�!Æ!
(�1)j�j���Æ: (28)

Ǳ®« £ ¿ §¤¥±¼ � = � = (1; : : : ; 1), ¯®«³· ¥¬

0 =
X

�+Æ={

(�1)j�j
�!Æ!

¯°¨ { 6= (0; : : : ; 0):

Ǳ®½²®¬³ ´®°¬³«  (27) ¯°¨­¨¬ ¥² ¢¨¤

c(x; �) �
X



1


!
@
� b(x; �) �D


xa(x; �): �
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� ¬¥· ­¨¿.

1. � ½²®¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¬ ° §«®¦¥­¨¨ £« ¢­»© ·«¥­ ¥±²¼ ba.

2. �±«¨ A ¨ � { ±ª «¿°­»¥ Ǳ��, ²® ¤«¿ ¨µ ª®¬¬³² ²®° 

[A;B] = AB � BA

¯®«³· ¥¬ [A;B] 2 Sm1+m2�1. � ¬ ²°¨·­®¬ ±«³· ¥ ½²® ¢¥°­® ¯°¨ ³±«®¢¨¨ ¯¥°¥-
±² ­®¢®·­®±²¨ ±¨¬¢®«®¢ a ¨ b. � · ±²­®±²¨, ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» ®¤¨­ ¨§ ½²¨µ
±¨¬¢®«®¢ ¡»« ±ª «¿°­®© ¬ ²°¨¶¥©.

3. �«¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢ ¤®ª § ­­ ¿ ´®°¬³«  ¤®¯³±ª ¥² ­¥-
¯®±°¥¤±²¢¥­­³¾ ¯°®¢¥°ª³; ¯°¨ ½²®¬ ¤®±² ²®·­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ \®¤­®·«¥­»"
b(x)@m2

x ¨ a(x)@m1

x .

8. �®ª «¼­®±²¼ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢ ¨ ¯±¥¢¤®«®ª «¼-

­®±²¼ ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ®¯¥° ²®°®¢. � ¬ ¯®­ ¤®¡¿²±¿ ®¯°¥¤¥-
«¥­¨¿, ª®²®°»¥ ³¦¥ ¢±²°¥· «¨±¼ ¢ ª³°±¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. �®±¨²¥«¥¬ supp u ­¥¯°¥°»¢»­®© ´³­ª¶¨¨ u(x) ­ §»-
¢ ¥²±¿ § ¬»ª ­¨¥ ¬­®¦¥±²¢  ²®·¥ª, ¢ ª®²®°»µ u(x) 6= 0. �®±¨²¥«¼ supp u
¬®¦­® ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª ª ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ § ¬ª­³²®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¢­¥ ª®²®°®£®
u(x) = 0.

Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 1. Ǳ³±²¼ ' ¨  { ¤¢¥ ´³­ª¶¨¨ ¨§ C10 (Rn) ± ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾-
¹¨¬¨±¿ ­®±¨²¥«¿¬¨. �®£¤  ¥±«¨ A { ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° ± ª®½´´¨-

¶¨¥­² ¬¨ ¨§ B1, ²® 'A � { ­³«¥¢®© ®¯¥° ²®°,   ¥±«¨ A { Ǳ�� ¨§ 	1, ²®

'A � { Ǳ�� ¨§ 	�1.

�¤¥±¼ ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ®·¥¢¨¤­®. �²®°®¥ ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ²¥®-
°¥¬» ® ª®¬¯®§¨¶¨¨. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ A ¨¬¥¥² ±¨¬¢®« a(x; �), ²® ¨§ ®¯°¥-
¤¥«¥­¨¿ Ǳ�� ¢¨¤­®, ·²® 'A { Ǳ�� c ±¨¬¢®«®¬ '(x)a(x; �). �¥¯¥°¼ ¯°¨¬¥­¿¥¬
²¥®°¥¬³ ® ª®¬¯®§¨¶¨¨ ª Ǳ�� 'A ¨ ®¯¥° ²®°³ ³¬­®¦¥­¨¿ ­   . Ǳ®«³· ¥²±¿
Ǳ�� ±  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¬ ° §«®¦¥­¨¥¬ ±¨¬¢®« , ±®±²®¿¹¨¬ ¨§ ®¤­¨µ ­³«¥©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �«¿ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ u, ­ ¯°¨¬¥°, ¨§ S 0 ®¯°¥¤¥«¨¬
¥¥ ­®±¨²¥«¼ supp u = F ª ª ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ § ¬ª­³²®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¢­¥ ª®²®°®£®
u = 0. �²® ®§­ · ¥², ·²® hu; 'i = 0, ¥±«¨ ­®±¨²¥«¼ ®±­®¢­®© ´³­ª¶¨¨ ' 2 S
±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¤®¯®«­¥­¨¨ ª F .

Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �±«¨ A { ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° c ª®½´´¨¶¨¥­-

² ¬¨ ¨§ B1, ²® ®­ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬ «®ª «¼­®±²¨:

suppAu � supp u: (29)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨

A =
X
j�j�m

a�(x)D
�;

²®
hAu; 'i = hu;  i; £¤¥  =

X
j�j�m

(�1)j�jD�';
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¨ ¥±«¨ ­®±¨²¥«¼ ´³­ª¶¨¨ ' «¥¦¨² ¢ ¤®¯®«­¥­¨¨ ª F = supp u, ²® ²® ¦¥ ¢¥°­®
¤«¿ ´³­ª¶¨¨  , ² ª ·²® hu;  i = 0.

Ǳ±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨­²¥£° «¼­»¬ ®¯¥° ²®-
°®¬, ² ª ·²® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ®­ ­¥ ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢®¬ «®ª «¼­®±²¨.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3. Ǳ³±²¼ u(x) { ®¡»·­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  Rn . �¥ ±¨­£³«¿°­»¬
­®±¨²¥«¥¬ sing supp u ­ §»¢ ¥²±¿ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ § ¬ª­³²®¥ ¬­®¦¥±²¢® F , ¢­¥
ª®²®°®£® ®­  ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®© ´³­ª¶¨¥©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4. Ǳ³±²¼ u { ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ­ ¯°¨¬¥°, ¨§ S 0(Rn). �¥
±¨­£³«¿°­»¬ ­®±¨²¥«¥¬ sing supp u ­ §»¢ ¥²±¿ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ § ¬ª­³²®¥ ¬­®¦¥-
±²¢® F , ¢­¥ ª®²®°®£® ®­  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®© ´³­ª¶¨¥©.

�¥®°¥¬  6. Ǳ±¥¢¤®¤¨´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° A 2 	1 ¿¢«¿¥²±¿ ¯±¥¢¤®-

«®ª «¼­»¬ ®¯¥° ²®°®¬ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥:

sing suppAu � sing supp u: (30)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ³±²¼ 
 { ¤®¯®«­¥­¨¥ ª F = sing supp u ¨ ', '1, '2
{ ²°¨ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨¨ ± ª®¬¯ ª²­»¬¨ ­®±¨²¥«¿¬¨, «¥¦ ¹¨¬¨
¢­³²°¨ 
, ¯°¨·¥¬ '1 ° ¢­  1 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ­®±¨²¥«¿ ´³­ª¶¨¨ ' ¨ '2 ° ¢­  1
¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ­®±¨²¥«¿ ´³­ª¶¨¨ '1. �¬¥¥¬

hAu; 'i = hAu; '1'i = h'1A'2u; 'i+ h'1A(1� '2)u; 'i: (31)

�¤¥±¼ '2u 2 C10 (Rn ), ² ª ª ª u { ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ¢ 
; A'2u 2 S,
² ª ª ª A ¤¥©±²¢³¥² ¢ S; '1A'2u 2 C10 (Rn). Ǳ®½²®¬³ ¯¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ ±¯° ¢ 
¢ (31) { °¥§³«¼² ² ¤¥©±²¢¨¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®© ´³­ª¶¨¨ ­  '. �® ¢²®°®¬
±« £ ¥¬®¬ ­ ¤® ³·¥±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¤¥©±²¢¨¿ Ǳ�� ­  ®¡®¡¹¥­­³¾ ´³­ª¶¨¾ ¨
²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ·²® u ª ª ®¡®¡¹¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ S 0 ¥±²¼ ª®­¥·­ ¿ ±³¬¬ 
¯°®¨§¢®¤­»µ ¢ ±¬»±«¥ ®¡®¡¹¥­­»µ ´³­ª¶¨© ®² ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨© u�(x)
­¥ ¢»¸¥ ·¥¬ ±²¥¯¥­­®£® °®±²  (±¬. «¥ª¶¨¨ ¯°®¸«®£® ±¥¬¥±²° ):

u =
X
j�j�N

@�u�(x):

�²® ¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

h
X
j�j�N

@�u�(x); (1� '2)A
(0)'1'i: (32)

�¯¥° ²®°, ¤¥©±²¢³¾¹¨© §¤¥±¼ ­  ', ¯°¨­ ¤«¥¦¨² 	�1 ¢ ±¨«³ ¯°¥¤«®¦¥­¨¿ 1,
² ª ·²® ½²® ¨­²¥£° «¼­»© ®¯¥° ²®° ± ¿¤°®¬ k(x; y) ¨§ K�1. Ǳ®½²®¬³ ¢»° -
¦¥­¨¥ (32) ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¨ ¢»° ¦¥­¨©

hu�(x); @�x
Z
k(x; y)'(y)i: (33)

Ǳ¥°¥­®±¨¬ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ­  k ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥¬ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° « , ¯®-
«³· ¥²±¿ ¨­²¥£° «¼­»© ®¯¥° ²®° ± ¿¤°®¬ k�(x; y) ±­®¢  ¨§ K

�1. Ǳ¥°¥¡° ±»-
¢ ¥¬ ´®°¬ «¼­® ²° ­±¯®­¨°®¢ ­­»© ®¯¥° ²®° ­  u�(x), ½²® ¢®§¬®¦­®, ² ª ª ª
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'(y) ¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²­»© ­®±¨²¥«¼,   k�(x; y) ¡»±²°® ³¡»¢ ¥² ¯°¨ ³¤ «¥­¨¨ x
®² ½²®£® ­®±¨²¥«¿. �»° ¦¥­¨¥ (33) ¯®±«¥ ¯¥°¥±² ­®¢ª¨ ¨­²¥£° «®¢ ¯°¨­¨¬ ¥²
¢¨¤

hg�(y); '(y)i; £¤¥ g�(y) =

Z
k�(x; y)u�(x) dx

{ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿. �

� ¬¥­  ¯¥°¥¬¥­­»µ ¢ Ǳ��. � ±±¬®²°¨¬ Ǳ��

Au(x) = (2�)�n
ZZ

ei(x�y)��a(x; �)u(y) dy d� (34)

¨§ 	m ¨ ¤¢¥ ®¡« ±²¨ 
 ¨ e
 ¢ Rn . �®·ª¨ ¯¥°¢®© (¨ ­ ¡®°» ¨µ ª®®°¤¨­ ²)
¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ·¥°¥§ x, ²®·ª¨ ¢²®°®© { ·¥°¥§ ex. Ǳ³±²¼ ½²¨ ®¡« ±²¨ ±¢¿§ ­»
¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¬ ª« ±±  C1

ex = '(x); x =  (ex); (35)

½²® ¢§ ¨¬­® ®¡° ²­»¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿. Ǳ³±²¼ �1(x) ¨ �2(x) { ¤¢¥ ´³­ª¶¨¨ ¨§
C10 (Rn ) ± ­®±¨²¥«¿¬¨, «¥¦ ¹¨¬¨ ¢­³²°¨ 
. �¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ ®² ex

�1(ex) = �1( (ex)); �2(ex) = �2( (ex))
± ­®±¨²¥«¿¬¨, «¥¦ ¹¨¬¨ ¢ e
, ¯°®¤®«¦¥­­»¥ ­³«¥¬ ¢­¥ e
. �» ° ±±¬®²°¨¬
®¯¥° ²®°

( eAv)(ex) = �1(x)A(�2u)
��
x= (ex)

; £¤¥ u = v['(x)] ¢ 
:

�¤¥±¼ ¯®¤° §³¬¥¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥. �³­ª¶¨¿ v ®¯°¥¤¥«¥­  ­  Rn . �³­ª¶¨¿ u
®¯°¥¤¥«¥­  ¢ 
,   �2u ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ­³«¥¬ ¢­¥ 
.

�» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ½²® Ǳ�� ¨§ 	m, ¨ ¢»·¨±«¨¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥
¥£® ±¨¬¢®« . �® ¤«¿ ¯°®±²®²» ¯®¤°®¡­® ° ±±¬®²°¨¬ ²®«¼ª® ±«³· © m < �n.
�«³· © m � �n ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ °¥£³«¿°¨§ ¶¨¨.

�» ¨¬¥¥¬

( eAv)(ex) = (2�)�n�1(ex) ZZ ei[ (ex)�y]��a( (ex); �)�2(y)u(y) dy d�:
Ǳ®¤±² ¢¨¬ y =  (ey) ¢® ¢­³²°¥­­¥¬ ¨­²¥£° «¥. Ǳ®«³·¨¬

( eAv)(ex) = (2�)�n
ZZ

ei[ (ex)� (ey)]��b(ex; ey; �)v(ey) dey d�;
£¤¥

b(ex; ey; �) = �1(ex)a( (ex); �)�2(ey)
����det @ (ey)@ey

����:
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Ǳ® ´®°¬³«¥ �¤ ¬ ° 

 (ex)�  (ey) = 	(ex; ey)(ex� ey); (36)

£¤¥

	(ex; ey) = Z 1

0

@ 

@ey [ey + t(ex� ey)] dt: (37)

� ª ¨§¢¥±²­®, ½²  ¬ ²°¨¶  ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ¢ e
�e
, ¨ ®­  ®¡° ²¨¬  ¯°¨ ex =ey, ¡³¤³·¨ ° ¢­  ² ¬ @ (ex)=@ex. Ǳ°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬ ²°¨¶  	(ex; ey) ®¡° ²¨¬ 
¯°¨

jex� eyj < "; ex 2 supp �1; ey 2 supp �2: (38)

�®§¼¬¥¬ ±°¥§ ¾¹³¾ ´³­ª¶¨¾ �0(x) 2 C10 (Rn ), ° ¢­³¾ 1 ¯°¨ jxj � "=3 ¨ 0 ¯°¨

jxj � 2"=3, ¨ § ¯¨¸¥¬ eA ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» eA1v + eA2v, £¤¥

eA1v(ex) = (2�)�n
ZZ

ei(ex�ey)�	
0(ex;ey)�b(ex; ey; �)�0(ex� ey)v(ey) dey d�; (39)

£¤¥ ¸²°¨µ ¢®§«¥ 	 ®§­ · ¥² ²° ­±¯®§¨¶¨¾ ¬ ²°¨¶» ¨

eA2v(ex) = (2�)�n
ZZ

ei(ex�ey)�	
0(ex;ey)�b(ex; ey; �)[1� �0(ex� ey)]v(ey) dey d�: (40)

�§ ½²¨µ ¤¢³µ ®¯¥° ²®°®¢ £« ¢­»¬ ¿¢«¿¥²±¿ eA1. �» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ½²® Ǳ��

¨§ 	m ¢  ¬¯«¨²³¤­®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¨, a eA2 2 	�1.
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������ 6.

� ±±¬®²°¨¬ ®¯¥° ²®° (39). Ǳ®¬¥­¿¥¬ ¬¥±² ¬¨ ¨­²¥£° «» ¯® ey ¨ � ¨ ±¤¥« ¥¬
¯®¤±² ­®¢ª³

	0(ex; ey)� = �

¢® ¢­³²°¥­­¥¬ ¨­²¥£° «¥. � ²¥¬ ±­®¢  ¯®¬¥­¿¥¬ ¬¥±² ¬¨ ¨­²¥£° «». Ǳ®«³-
·¨¬ eA1v(ex) = (2�)�n

ZZ
ei(ex�ey)��b(1)(ex; ey; �)v(ey) dey d�; (41)

£¤¥

b(1)(ex; ey; �) = b(ex; ey;	0�1(ex; ey)�) � j det	(ex; ey)j�1�0(ex� ey): (42)

�¥±«®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ½²®  ¬¯«¨²³¤  ¨§ Sm. �­ ·¨², eA1 { Ǳ�� ¨§ 	m.
Ǳ¥°¥©¤¥¬ ª ®¯¥° ²®°³ (40). �£® ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

eA2v(ex) = Z
k(ex; ey)v(ey) dey; (43)

£¤¥

k(ex; ey) = (2�)�n
Z
ei( (ex)� (ey))��b(2)(ex; ey; �) d� (44)

c
b(2)(ex; ey; �) = b(ex; ey; �)[1� �0(ex� ey)]: (45)

Ǳ°®¢¥°¨¬, ·²® ½²® ¿¤°® ¨§ K�1. Ǳ®ª  ¿±­®, ·²® ®­® ­¥¯°¥°»¢­® ¨ ° ¢­® ­³«¾
¯°¨ ¡®«¼¸¨µ jexj + jeyj. �³­ª¶¨¿ b(2) ¨ ° ¢­  ­³«¾ ² ª¦¥ ¯°¨ ¬ «»µ jex � eyj.
�²® ¯®§¢®«¿¥² § ¯¨± ²¼ ±²®¿¹³¾ ¯¥°¥¤ ­¥© ½ª±¯®­¥­²³ ¢ ¢¨¤¥

ei( (ex)� (ey))�� =
( (ex)�  (ey))@�
ij (ex)�  (ey)j2 ei( (ex)� (ey))��:

�­²¥£°¨°³¿ ¯® · ±²¿¬, ¬» § ¬¥­¿¥¬ b(2) ­  ´³­ª¶¨¾ ¨§ Sm�1. Ǳ®¢²®°¿¿
½²³ ¯°®¶¥¤³°³, § ¬¥­¿¥¬ b(2) ´³­ª¶¨¥© ¨§ Sm�N c ¯°®¨§¢®«¼­® ¡®«¼¸¨¬ N .
�²±¾¤  ¢¨¤­®, ·²® k 2 C1 ¨, §­ ·¨², k 2 K�1.

�² ª, eA2 2 	�1 ¨ eA 2 	m.
�±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥ ±¨¬¢®«  ½²®£® Ǳ�� § ¯¨±»¢ ¥²±¿ £°®¬®§¤ª®©

´®°¬³«®©

ea(ex; �) �X 1

�!
�1(ex)@��D�

ey

�
a[ (ex);	0�1(ex; ey)�]�2(ey)

���� det @ (ey)@ey
�����j det	(ex; ey)j�1	

����
ey=ex

:

(46)
�» § ¬¥­¨«¨ �0(ex � ey) ­  1, ² ª ª ª ½²  ´³­ª¶¨¿ ° ¢­  1 ¯°¨ ¬ «»µ jex� eyj.
�²¬¥²¨¬, ·²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨ ¡¥°³²±¿ ®² ¢§ ¨¬­® ®¡° ²­»µ ¬ ²°¨¶ ¯°¨ ey = ex.
�« ¢­»© ·«¥­ ¢ (46) ®²¢¥· ¥² � = 0 ¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ° ¢­»¬

�1(ex)a� (ex);
�
@ (ex)
@ex

�0�1

�
�
�2(ex): (47)
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� ½²®¬³ ¢ ¦­®¬³ ¢»° ¦¥­¨¾ ¬» ¥¹¥ ¢¥°­¥¬±¿.

3. Ǳ�� ¢ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ

1. �®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢ . Ǳ°®±²° ­±²¢® Hs(Rn ) ° ±±¬ ²°¨¢ «®±¼
¢ «¥ª¶¨¿µ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ±¥¬¥±²° . �²® ¯®¯®«­¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  C10 (Rn) ¯®
­®°¬¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ° ¢¥­±²¢®¬

kuk2s = (2�)�n
Z
jFu(�)j2(1 + j�j2)s d�: (1)

�­®¦¨²¥«¼ ±¯° ¢  ¢¢¥¤¥­ ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯°¨ s = 0 ¯®«³· « ±¼ ­®°¬  ¢ L2:
­ ¯®¬­¨¬, ·²® ° ¢¥­±²¢® Ǳ °±¥¢ «¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤Z

u(x)v(x)dx = (2�)�n
Z
Fu(�)Fv(�)d�: (2)

Ǳ°®±²° ­±²¢® Hs(Rn) ±³¦ ¥²±¿ ± °®±²®¬ s ¨ ¯°¨ s > n=2 ±®±²®¨² ¨§ ­¥¯°¥-
°»¢­»µ ®£° ­¨·¥­­»µ ´³­ª¶¨© (¯®±«¥ ¨µ ¨±¯° ¢«¥­¨¿, ¥±«¨ ¯®­ ¤®¡¨²±¿, ­ 
¬­®¦¥±²¢ µ ­³«¥¢®© ¬¥°»). � °®±²®¬ s ¨µ £« ¤ª®±²¼ ¯®¢»¸ ¥²±¿. Ǳ°¨ ®²-
°¨¶ ²¥«¼­»µ s ¢ ½²¨ ¯°®±²° ­±²¢  ¯®¯ ¤ ¾² ®¡®¡¹¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨, ­¥ ¿¢«¿¾-
¹¨¥±¿ ®¡»·­»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨.

�®°¬  ¢ Hs(Rn) ¤®¯³±ª ¥² ±«¥¤³¾¹³¾ § ¯¨±¼:

kuks = k�suk0; £¤¥ �s = F�1(1 + j�j2)s=2F; (3)

½²®, ª ª ¬» §­ ¥¬, Ǳ�� ¨§ 	s.
� ¯°®±²° ­±²¢¥ Hs(Rn) ¯°¨ «¾¡®¬ s ¯«®²­» ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥ ´¨­¨²­»¥

´³­ª¶¨¨.
Ǳ°® ®¯¥° ²®° A, ®¯°¥¤¥«¥­­»© ­  ² ª¨µ ´³­ª¶¨¿µ ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ­ 

­¨µ ­¥° ¢¥­±²¢³ kAukm�s � Cskukm ¯°¨ «¾¡®¬ s, £®¢®°¿², ·²® ®­ ¤¥©±²¢³¥²

¢ ¸ª «¥ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ Hs(Rn) ¨ ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª m. Ǳ°¨ ª ¦¤®¬
s ² ª®© ®¯¥° ²®° ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ®¯¥° ²®° , ¤¥©±²¢³¾¹¥£® ®£° ­¨·¥­­»¬
®¡° §®¬ ¨§ Hm(Rn) ¢ Hm�s(Rn).

�¯¥° ²®° ¯®°¿¤ª  �1 { ½²® ®¯¥° ²®°, ¤¥©±²¢³¾¹¨© ®£° ­¨·¥­­»¬ ®¡° -
§®¬ ¨§ Hs ¢ Hs+N ±® ±ª®«¼ ³£®¤­® ¡®«¼¸¨¬ N ¯°¨ «¾¡®¬ s.

2. �£° ­¨·¥­­®±²¼ Ǳ�� ¢ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ­®°¬ µ.

� ¬ ¯®­ ¤®¡¨²±¿
�¥¬¬  �³° . � ±±¬®²°¨¬ ¨­²¥£° «¼­»© ®¯¥° ²®°

g(x) =

Z
K(x; y) f(y) dy: (4)

Ǳ°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ª®­¥·­» ¢¥°µ­¨¥ £° ­¨

sup
x

Z
jK(x; y)j dy ¨ sup

y

Z
jK(x; y)j dx: (5)



27

�®£¤  ®¯¥° ²®° (1) ®£° ­¨·¥­ ¢ L2(R
n). �®«¥¥ ²®·­®, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ­¥° ¢¥­-

±²¢®

kgk0 �
p
M1M2kfk0: (6)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¬¥¥¬ ¢ ±¨«³ ­¥° ¢¥­±²¢  �¢ °¶ 

jg(x)j2 �
Z
jK(x; y)j dy

Z
jK(x; y)jjf(y)j2dy �M1

Z
jK(x; y)jjf(y)j2dy:

�²±¾¤ 
kg(x)k2 �M1M2kfk2: �

�¥¯¥°¼ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ¢ ¦­¥©¸³¾ ²¥®°¥¬³ ®¡ ®£° ­¨·¥­­®±²¨ Ǳ�� ¢ ±®¡®«¥¢-
±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ. �¬»±« ¥¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® Ǳ�� ¯®°¿¤ª  m ¢ ¯°¥¦­¥¬
±¬»±«¥ (².¥. ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨© 	m) ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª m ¢ ­®¢®¬ ±¬»±«¥ { ª ª
®¯¥° ²®° ¢ ±®¡®«¥¢±ª®© ¸ª «¥.

�¥®°¥¬ . Ǳ³±²¼ A { Ǳ�� ¨§ 	m, m 2 R. �®£¤  A { ®£° ­¨·¥­­»© ®¯¥° -

²®° ¨§ Hs(Rn) ¢ Hs�m(Rn ) ¯°¨ ¢±¥µ s 2 R.
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±¥ ­³¦­»¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ¤®±² ²®·­® ¤®ª §»¢ ²¼ ­  ´¨-

­¨²­»µ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨¿µ.

1. �²¢¥°¦¤¥­¨¥ ²¥®°¥¬» ±° §³ ¯®«³· ¥²±¿ ¤«¿ Ǳ�� �s ¢ ±¨«³ ´®°¬³«»
(3) ¨ ®·¥¢¨¤­®£® ±®®²­®¸¥­¨¿ �s�t = �s+t. �¥¯¥°¼ ®¡¹¨© ±«³· © ±¢®¤¨²±¿ ª

±«³· ¾ s = m = 0 ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

A = �m�sA1�
s; £¤¥ A1 = �s�mA��s 2 	0 (7)

¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» ® ª®¬¯®§¨¶¨¨. � «¥¥ ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® s = m = 0.

2. Ǳ³±²¼ ±¨¬¢®« a = a(�) ­¥ § ¢¨±¨² ®² x. � ½²®¬ ±«³· ¥ ­ ¬ ­¥ ­³¦­ 
¥£® £« ¤ª®±²¼, ¤®±² ²®·­  ®£° ­¨·¥­­®±²¼: ja(x; �)j � C1. �¬¥¥¬

kAuk20 = (2�)�n
Z
ja(�)Fu(�)j2 d� � C2

1 (2�)
�n

Z
jFu(�)j2 d� = C2

1kuk20: (8)

�²® § ¬¥· ­¨¥ ±¤¥« ­® ²®«¼ª® ± ¶¥«¼¾ ¯®¿±­¨²¼, ·²® ¢ ±«³· ¥ ­¥ § ¢¨±¿¹¥£®
®² x ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±®¢±¥¬ ¯°®±²®¥.

3. Ǳ³±²¼ a(x; �) = 0 ¯°¨ jxj � r, £¤¥ r ­¥ § ¢¨±¨² ®² �. Ǳ®«®¦¨¬ v(x) =
(Au)(x). �¬¥¥¬

(Fv)(�) =(2�)�n
Z
e�ix��

Z
eix��a(x; �)(Fu)(�) d� dx =

(2�)�n
Z
b(� � �; �)(Fu)(�) d�; (9)

£¤¥

b(�; �) =

Z
e�ix��a(x; �) dx:
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�²® ¨­²¥£° « ¯® ¸ °³ ° ¤¨³±  r, ¨ ¢±¥ ´³­ª¶¨¨

��b(�; �) =

Z
e�ix��D�

xa(x; �) dx

®£° ­¨·¥­». �®¦¥¬ ­ ¯¨± ²¼

jb(� � �; �)j � C2(1 + j� � �)j)�(n+1); (10)

£¤¥ ¯®±²®¿­­ ¿ C2 § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² r ¨ maxx;� j@�x a(x; �)j, j�j � n + 1. �§
­¥° ¢¥­±²¢  (10) ±«¥¤³¥² ®£° ­¨·¥­­®±²¼ ®¯¥° ²®°  (9) ¢ ±¨«³ «¥¬¬» �³° , ¨
®±² ¥²±¿ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ° ¢¥­±²¢® Ǳ °±¥¢ «¿ (2).

4. Ǳ³±²¼ a(x; �) 2 S�1. �®£¤  A { ¨­²¥£° «¼­»© ®¯¥° ²®° ± ­¥¯°¥°»¢­»¬
(¤ ¦¥ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬) ¿¤°®¬, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬, ¢ · ±²­®±²¨, ­¥° ¢¥­-
±²¢³

jk(x; y)j � C3jx� yj�n�1; (11)

¨ ¥£® ®£° ­¨·¥­­®±²¼ ±­®¢  ±«¥¤³¥² ¨§ «¥¬¬» �³° .

5. �¡¹¨© ±«³· ©. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¤¢¥ ´³­ª¶¨¨ '(x),  (x) ¨§ C10 (Rn ), ² ª¨¥,
·²® '(x) ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ , ° ¢­  1 ¯°¨ jxj � p

n=2 (½²® ¯®«®¢¨­  ¤«¨­» ¤¨ £®-
­ «¨ ¥¤¨­¨·­®£® ª³¡  ¢ Rn) ¨  (x) ° ¢­  1 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ­®±¨²¥«¿ ´³­ª¶¨¨
'. Ǳ®«®¦¨¬

'�(x) = '(x� �)

�X
�

'(x� �)

��1
;  �(x) =  (x� �); (12)

£¤¥ � ¯°®¡¥£ ¥² ¶¥«®·¨±«¥­­³¾ °¥¸¥²ª³ ¢ Rn . �¤¥±¼ ±³¬¬  ¯® � ¢ ª ¦¤®©
²®·ª¥ x ¯®«®¦¨²¥«¼­  ¨ ±®±²®¨² ¨§ ª®­¥·­®£® ·¨±«  ±« £ ¥¬»µ, ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿-
¹¥£® ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ¯®±²®¿­­®©. �³­ª¶¨¨ '� ®¡° §³¾² ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶».
�» ¨¬¥¥¬

A =
X

'�A = A1 +A2; £¤¥ A1 =
X

'�A(1�  �)�; A2 =
X

'�A � � : (13)
�¯¥° ²®° A1 ±®±²®¨² ¨§ ±« £ ¥¬»µ, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ 	

�1 ¢ ±¨«³ ¯°¥¤«®¦¥­¨¿
1 ¨§ «¥ª¶¨¨ 5. �«¿ ¿¤¥° k�(x; y) ½²¨µ ®¯¥° ²®°®¢ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ®¶¥­ª¨

jx� yjN j@�x@
y k�(x; y)j � C�;
;N (14)

± ¯®±²®¿­­»¬¨, ­¥ § ¢¨±¿¹¨¬¨ ®² �. �® ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ x ®²«¨·­® ®² ­³«¿
²®«¼ª® ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ¿¤¥° k�(x; y), ®£° ­¨·¥­­®¥ ­¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² x ¯®±²®¿­-
­®©. Ǳ®½²®¬³  ­ «®£¨·­ ¿ ®¶¥­ª  ¢¥°­  ¤«¿

P
k�(x; y). � ½²® ®§­ · ¥², ·²®

A1 2 	�1. �«³· © ² ª®£® ®¯¥° ²®°  ³¦¥ ° ±±¬®²°¥­ ¢ ¯. 4.

�±² ¥²±¿ ¤®ª § ²¼ ®£° ­¨·¥­­®±²¼ ®¯¥° ²®°  A2. �±¯®«¼§³¿ ­¥° ¢¥­±²¢®
�¢ °¶ , ­ ¯¨¸¥¬

jA2u(x)j2 �
X
�

'2�
X
�

j �A �uj2

Ǳ¥°¢ ¿ ±³¬¬  ° ¢­®¬¥°­® ®£° ­¨·¥­ . � ·«¥­ µ ¢²®°®©  �A { Ǳ��, ª ª®²®-
°»¬ ¯°¨¬¥­¨¬ °¥§³«¼² ² ¯³­ª²  3, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ®¶¥­ª  ° ¢­®¬¥°­  ¯®
�. Ǳ®«³· ¥¬

kA2uk2 � C
X
�

k �A �uk2 � CC 0
Z X

�

 2
�(x)ju(x)j2 dx � CC 0C 00kuk2: �

(15)
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������ 7

4. Ǳ®«¨®¤­®°®¤­»¥ Ǳ��

�²®² ¯³­ª² ±®¤¥°¦¨² ¯®¤£®²®¢ª³ ª ° ±±¬®²°¥­¨¾ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ Ǳ��. �»
®¯°¥¤¥«¨¬ ¯®¤ª« ±± 	mph ª« ±±  	m, ² ª®©, ·²® ¢ ­¥¬ ª ¦¤»© Ǳ�� ¨¬¥¥², ¢
· ±²­®±²¨, ®¤­®°®¤­»© ¯® � £« ¢­»© ±¨¬¢®«.

Ǳ®«®¦¨¬
R
n
0 = R

n n f0g: (1)

�¢¥¤¥¬ ±­ · «  ª« ±± ®¤­®°®¤­»µ ±¨¬¢®«®¢. Ǳ³±²¼ b(x; �) { ´³­ª¶¨¿ ­ 
R
n � R

n
0 . �±«®¢¨¬±¿ ¯¨± ²¼

b 2 Smh = Smh (R
n � R

n
0 ); (2)

¥±«¨
1) ¤«¿ b(x; �) ¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ®¤­®°®¤­®±²¨ ±²¥¯¥­¨ m

¯® �
b(x; ��) = �mb(x; �) (� > 0; � 6= 0) (3)

¨
2) ±¯° ¢¥¤«¨¢» (° ¢­®¬¥°­»¥) ®¶¥­ª¨

j@�x @�� b(x; �)j � C�;�j�jm�j�j (� 6= 0); (4)

£¤¥ ¯®±²®¿­­»¥ ­¥ § ¢¨±¿² ®² x; �.
� ¬¥²¨¬, ·²® ² ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ­¥ ¯®¯ ¤ ¥² ¢ ª« ±± Sm, §  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬ ±«³-

· ¿, ª®£¤  m { ­ ²³° «¼­®¥ ·¨±«® ¨ ½²® ¬­®£®·«¥­ ¯® �, ®¤­®°®¤­»© ±²¥¯¥­¨
m (¨«¨ m = 0 ¨ b ­¥ § ¢¨±¨² ®² �). �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ®¤­®°®¤­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ®²
�, ­¥ ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ¬­®£®·«¥­®¬, ¨¬¥¥² ®±®¡¥­­®±²¼ ¢ ­ · «¥ (¥±«¨ m < 0) ¨«¨
¯°¨®¡°¥² ¥² ¥¥ ¯®±«¥ ¤®±² ²®·­®£® ·¨±«  ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨© ¯® �.

� §®¢¥¬ ²¥¯¥°¼ Ǳ�� A = a(x;D) ¨§ 	m ¯®«¨®¤­®°®¤­»¬ ¨ ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼
A 2 	mph = 	mph(R

n ), ¥±«¨

a(x; �) � a0(x; �) + a1(x; �) + : : : ; (5)

£¤¥ a� 2 Sm��h , ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥:

����@�x @��
�
a(x; �)�

NX
�=0

a�(x; �)

����� � C�;�;N j�jm�j�j�N�1 ¯°¨ j�j � C > 0; (6)

£¤¥ ¯®±²®¿­­»¥ C�;�;N ­¥ § ¢¨±¿² ®² x; �. �¨¬¢®« a(x; �) ²®¦¥ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼
¯®«¨®¤­®°®¤­»¬ ¨ ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ a 2 Smph = Smph(R

n � R
n).

Ǳ°®±²¥©¸¨© ¯°¨¬¥° { ®¯¥° ²®° ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ (± ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨
¨§ B1). � ½²®¬ ±«³· ¥ ° §«®¦¥­¨¿ (5) ª®­¥·­».

�¹¥ ¯°¨¬¥°: �m. �±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥ ±¨¬¢®«  h�im = (1+j�j2)m=2
½²®£® Ǳ�� ¢ ±¬»±«¥ (5) ±²°®¨²±¿ ± ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ ¡¨­®¬¨ «¼­®£® °¿¤ :

h�im = j�jm�1 + m

2
j�j�2 + (m=2)(m=2� 1)

2!
j�j�4 + : : :

�
;
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£¤¥ ¢±¥ ·«¥­» °¿¤  ­ ¤® ³¬­®¦¨²¼ ­  j�jm. �²® ° §«®¦¥­¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ¤ ­­®¬
±«³· ¥ ±µ®¤¿¹¨¬±¿ ¯°¨ j�j > 1 °¿¤®¬.

Ǳ°¨¬¥°» ±¨¬¢®«®¢ ¨§ S1, ­¥ ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ ¯®«¨®¤­®°®¤­»¬¨:

h�i+ h�i1=2; h�i+ h�i1=2 lnh�i:

�³­ª¶¨¨ a� ¢ (5) ®·¥¢¨¤­»¬ ®¡° §®¬ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ®¤­®§­ ·­®. �³­ª¶¨¿
a0(x; �) ­ §»¢ ¥²±¿ £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬ Ǳ�� A = a(x;D) (¯®- ­£«¨©±ª¨ princi-

pal symbol). �³­ª¶¨¿ a(x; �) ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«­»¬ ±¨¬¢®«®¬ (complete symbol).
�±«®¢¨¥ ° ¢­®¬¥°­®© ½««¨¯²¨·­®±²¨ ½²®£® Ǳ�� ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®

ja0(x; �)j � Cj�jm; (7)

£¤¥ C { ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ¯®±²®¿­­ ¿.
� ¯°¨¬¥°, ®¯¥° ²®° � ¯« ±  � ¨¬¥¥² £« ¢­»© ±¨¬¢®« �j�j2 ¨, ª®­¥·­®,

° ¢­®¬¥°­® ½««¨¯²¨·¥­. �¯¥° ²®° �m ¨¬¥¥² £« ¢­»© ±¨¬¢®« j�jm ¨ ²®¦¥ ° ¢-
­®¬¥°­® ½««¨¯²¨·¥­.

Ǳ³±²¼ �(�) { ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  Rn , ° ¢­ ¿ 0 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ­ -
· «  ¨ 1 ¢­¥ ¡®«¼¸¥© ®ª°¥±²­®±²¨. �®£¤  ¨§ (5) ³¬­®¦¥­¨¥¬ ­  �(�) ¯®«³· ¥¬,
·²®

a(x; �) � �(�)a0(x; �) + �(�)a1(x; �) + : : : : (8)

�¡° ²­®, ®²±¾¤  ±«¥¤³¥² (5). Ǳ®½²®¬³ ¯® § ¤ ­­®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ fa�g
®¤­®°®¤­»µ ±¨¬¢®«®¢ ¨§ Sm��h ±²°®¨²±¿ ¯®«­»© ±¨¬¢®« ± ° §«®¦¥­¨¥¬ (5).

�±«¨ A ¨ B { ¯®«¨®¤­®°®¤­»¥ Ǳ��, ²® ½²® ¦¥ ¢¥°­® ¤«¿ ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿
C = AB, ¯°¨ ½²®¬ ¥£® £« ¢­»© ±¨¬¢®« c0 ° ¢¥­ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ a0b0 £« ¢­»µ
±¨¬¢®«®¢ Ǳ�� A ¨ B.

�±«¨ A { ¯®«¨®¤­®°®¤­»© Ǳ�� ± £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬ a0, ²® ´®°¬ «¼­® ±®-
¯°¿¦¥­­»© ®¯¥° ²®° A(�) { ²®¦¥ ¯®«¨®¤­®°®¤­»© Ǳ��, ± £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬
a0 (¢ ±ª «¿°­®¬ ±«³· ¥). �­ «®£¨·­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¢¥°­® ¢ ®²­®¸¥­¨¨ ´®°-
¬ «¼­® ²° ­±¯®­¨°®¢ ­­®£® ®¯¥° ²®° , ¥£® £« ¢­»© ±¨¬¢®« ±®¢¯ ¤ ¥² c a0.

�±«¨ ¬» ¤¥« ¥¬ ¤¨´´¥®¬®°´­³¾ § ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­»µ x =  (y) ¢ ¯®«¨®¤­®-
°®¤­®¬ Ǳ�� ± £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬ a(x; �), ²® ¯®«³· ¥¬ ¯®«¨®¤­®°®¤­»© Ǳ��
± £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬

ea0(y; �) = a0
�
 (y);

�
@ (y)

@y

�0�1

�
�
: (9)

�°. ± ´®°¬³«®© (47) ¢ «¥ª¶¨¨ 6. �¥©· ± ¬» ¯¨¸¥¬ y ¢¬¥±²® ex ¨ ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤³
²¥ ²®·ª¨ x, ¢ ª®²®°»µ �j(x) = 1, j = 1; 2. �®°¬³«  (9) ¡³¤¥² ¨±¯®«¼§®¢ ­ 
¯°¨ ° ±±¬®²°¥­¨¨ Ǳ�� ­  ¬­®£®®¡° §¨¿µ.

� ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ®£° ­¨·¥­­®±²¨ Ǳ�� ¢ ±®¡®«¥¢±ª¨µ ­®°¬ µ ¡»«® ¨±¯®«¼-
§®¢ ­® ¤®¢®«¼­® ¬­®£® ¯°®¨§¢®¤­»µ ±¨¬¢®« . �¥©· ± ¬» § ©¬¥¬±¿ ³²®·­¥­¨¥¬
®¶¥­ª¨ ­®°¬» ¤«¿ ¯®«¨®¤­®°®¤­®£® Ǳ��. �» ¢»¿±­¨¬ ¥¥ ±¢¿§¼ ± ¢¥°µ­¥© £° -
­¼¾ ¬®¤³«¿ £« ¢­®£® ±¨¬¢®« .

� ·­¥¬ ±® ±«³· ¿ m = s = 0.
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�¥®°¥¬  1. Ǳ³±²¼ A 2 	0
ph, M = sup ja0(x; �)j. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® " > 0

±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ C" � 0, ·²®

kAuk0 � (M + ")kuk0 + C"kuk�1: (10)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ®«®¦¨¬ M1 = M + "=2. �®£¤  M2
1 � ja0(x; �)j2 > 0, ¨

¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®

b0(x; �) = [M2
1 � ja0(x; �)j2]1=2 2 S0

h:

Ǳ³±²¼ B { ¯®«¨®¤­®°®¤­»© Ǳ�� ± £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬ b0. �®£¤ 

M2
1 � A�A� B�B = T 2 	�1ph ;

¯®±ª®«¼ª³ ½²® Ǳ�� ¨§ 	0
ph ± ­³«¥¢»¬ £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬. �¥¯¥°¼ ¨¬¥¥¬

(Au;Au)0 + (Bu;Bu)0 =M2
1 (u; u)0 � (Tu; u)

¨, §­ ·¨²,

kAuk20 �M2
1kuk20 + kTuk0kuk0 �

(M +
"

2
)2kuk20 +

"2

4
kuk20 + eC2

"kTuk20 ��
(M + ")kuk0 + eC"kTuk�2;

² ª ·²®

kAuk0 � (M + ")kuk0 + eC"Ckuk�1: �

�¥¯¥°¼ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¯®«¨®¤­®°®¤­»© Ǳ�� ¯®°¿¤ª  m.

�¥®°¥¬  2. Ǳ³±²¼ A 2 	mph, M = supx;j�j=1 ja0(x; �)j. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥²

² ª®¥ C" � 0, ·²® ¯°¨ «¾¡®¬ s

kAuks�m � (M + ")kuks + C"kukm�1: (11)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ®«®¦¨¬ A1 = �s�mA��s. �²® Ǳ�� ¨§ 	0
ph. �±«¨

u 2 Hs(Rn), ²® v = �su 2 H0(Rn), ��sv = u. �» ³¦¥ §­ ¥¬, ·²®

kA1vk0 � (M + ")kvk0 + C"kvk�1:

�²  ®¶¥­ª  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¤®ª §»¢ ¥¬®©. �

�¥®°¥¬  3. Ǳ³±²¼ A { «¾¡®© ®¯¥° ²®°, ¤«¿ ª®²®°®£® ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ s
±¯° ¢¥¤«¨¢  ®¶¥­ª 

kAuks�m � C1kuks + C2kuks�1 (u 2 Hs(Rn)): (12)
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�®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ®¯¥° ²®° T , ¤¥©±²¢³¾¹¨© ®£° ­¨-
·¥­­»¬ ®¡° §®¬ ¨§ ¯°®±²° ­±²¢  Ht(Rn) ±® ±ª®«¼ ³£®¤­® ¡®«¼¸¨¬ ¯® ¬®¤³«¾

®²°¨¶ ²¥«¼­»¬ t ¢ Hs�m(Rn), ·²®

k(A� T )uks�m � (�1 + ")kuks: (13)

Ǳ°¨ ½²®¬ ¥±«¨ A { Ǳ�� ¯®°¿¤ª  m, ²® T { Ǳ�� ¯®°¿¤ª  �1.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ³±²¼ ´³­ª¶¨¿ �0(�) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² C
1
0 (Rn), 0 � �0(�) �

1 ¨ �0(�) = 1 ¯°¨ j�j � h. Ǳ®«®¦¨¬

�0(D) = F�1�0(�)F; T = A�0(D); v = [I � �0(D)]u:

�» ¨¬¥¥¬
[1� �0(�)]

2=[1 + j�j2] � (1 + h2)�1:

Ǳ®½²®¬³

k(A� T )uks�m = kAvks�m � C1kvks + C2kvks�1 � (C1 + C2(1 + h2)�1=2)kuks:
�¤¥±¼ ¯¥°¥µ®¤ ®² v ª u ¢®§¬®¦¥­ ¢ ±¨«³ ±¢¿§¨ ®¡° §®¢ �³°¼¥ ½²¨µ ´³­ª¶¨©
¨ ±¢®©±²¢ ´³­ª¶¨¨ �0(�). �±² ¥²±¿ ³·¥±²¼, ·²® h ¬®¦­® ¢§¿²¼ ±ª®«¼ ³£®¤­®
¡®«¼¸¨¬. �

x3. �««¨¯²¨·¥±ª¨¥ Ǳ�� ¢ Rn

�¥®°¥¬  1. Ǳ³±²¼ A { ° ¢­®¬¥°­® ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ¨§ 	mph(R
n ). �®£¤ 

±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ° ¢­®¬¥°­® ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� B ¨§ 	�mph (Rn), ·²®

BA = I + T1; AB = I + T2; (1)

£¤¥ Tj { Ǳ�� ¯®°¿¤ª  �1. �« ¢­»¥ ±¨¬¢®«» Ǳ�� a0 ¨ b0 ±¢¿§ ­» ´®°¬³«®©

b0 = 1=a0.

�¯¥° ²®° B ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¢³c²®°®­­¨¬ ¯ ° ¬¥²°¨ª±®¬, ¨«¨ ¯°®±²® ¯ ° -

¬¥²°¨ª±®¬ ¤«¿ A.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬». Ǳ³±²¼ ±¨¬¢®« a Ǳ�� A ¨¬¥¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥-
±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥

a � a0 + a1 + : : : : (2)

�³¤¥¬ ±²°®¨²¼  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥­¨¥ ±¨¬¢®«  b Ǳ�� B

b � b0 + b1 + : : : ; (3)

¨±µ®¤¿ ¨§ ¯¥°¢®£® ¨§ ±®®²­®¸¥­¨© (1). � ±¨«³ ²¥®°¥¬» ® ª®¬¯®§¨¶¨¨ ¬»
¤®«¦­» ¨¬¥²¼

b0a0 = 1;

b1a0 + b0a1 +
X

@�j b0 �Dxja0 = 0;

b2a0 + b1a1 + � � � = 0
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¨ ². ¤. �²±¾¤  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ®¯°¥¤¥«¿¥¬

b0 = a�10 2 S�mh ;

b1 = a�10 [�b0a1 �
X

@�j b0 �Dxja0] 2 S�m�1h ;

b2 = a�10 [�b1a1 + : : : ] 2 S�m�2h

¨ ². ¤. Ǳ°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ª ¦¤®£® bj ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ·²®
¯°¥¤»¤³¹¨¥ ·«¥­» ¢ ° §«®¦¥­¨¨ ±¨¬¢®«  b ³¦¥ ®¯°¥¤¥«¥­». Ǳ®  ±¨¬¯²®²¨·¥-
±ª®¬³ ° §«®¦¥­¨¾ (3) ±²°®¨²±¿ ±¨¬¢®« b, ·¥¬ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯®«¨®¤­®°®¤­»©
Ǳ�� �1 c ²®·­®±²¼¾ ¤® ±« £ ¥¬®£® ¨§ 	�1. Ǳ�� B = B1 ¯°¨­ ¤«¥¦¨² 	

�m
ph .

�» ¯®±²°®¨«¨ ½²®² Ǳ�� ² ª, ·²® B1A = I + T1, £¤¥ T1 { Ǳ�� ¯®°¿¤ª  �1.
� ª®© Ǳ�� B1 ­ §»¢ ¥²±¿ «¥¢»¬ ¯ ° ¬¥²°¨ª±®¬ ¤«¿ A.

�­ «®£¨·­® ±²°®¨²±¿ ¯° ¢»© ¯ ° ¬¥²°¨ª± B2 { ² ª®© Ǳ�� ¨§ 	�mph , ·²®

AB2 = I + T3, £¤¥ T3 { Ǳ�� ¨§ 	�1. �¥¯¥°¼ ¨¬¥¥¬

B1AB2 = (I + T1)B2 = B1(I + T3):

�§ ¯®±«¥¤­¥£® ° ¢¥­±²¢  ¢¨¤­®, ·²® B1 � B2 2 	�1, ² ª ·²® ®¡  Ǳ�� B1 ¨
B2 ¿¢«¿¾²±¿ ¤¢³±²®°®­­¨¬¨ ¯ ° ¬¥²°¨ª± ¬¨ ¤«¿ A. �

�¥®°¥¬  1 ¨¬¥¥² ¢ ¦­»¥ ±«¥¤±²¢¨¿.

�¥®°¥¬  2 (® ¯®¢»¸¥­¨¨ £« ¤ª®±²¨ °¥¸¥­¨© ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ³° ¢­¥­¨©).
Ǳ³±²¼ A { ° ¢­®¬¥°­® ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ¨§ 	mph ¨ Au = f ¢ Rn , £¤¥ u 2
Hs(Rn), a f 2 Hs�m+t(Rn) c ¯®«®¦¨²¥«¼­»¬ t. �®£¤  u 2 Hs+t(Rn).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±¯®«¼§³¿ ¯ ° ¬¥²°¨ª± B, ¨¬¥¥¬ BAu = Bf , ®²ª³¤ 

u = �T1u+ Bf 2 Hs+t(Rn);

² ª ª ª T1u 2 H1(Rn) = \Hr(Rn). �

�²®¬³ ³²¢¥°¦¤¥­¨¾ ¬» ¢ ±«¥¤³¾¹¥© «¥ª¶¨¨ ¯°¨¤ ¤¨¬ «®ª «¼­³¾ ´®°¬³.

�¥®°¥¬  3 (®¡  ¯°¨®°­®© ®¶¥­ª¥). Ǳ³±²¼ A { ° ¢­®¬¥°­® ½««¨¯²¨·¥±ª¨©

Ǳ�� ¨§ 	mph. �®£¤ 

kuks � C(kAuks�m + kuks�1) (u 2 Hm(R
n)): (4)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±¯®«¼§³¿ ¯ ° ¬¥²°¨ª±, ¨§ ±®®²­®¸¥­¨¿ Au = f ®¯¿²¼
¯®«³· ¥¬

u = �T1u+ Bf;

®²ª³¤ 
kuks � kT1uks + kBfks

¨ ª ª ±«¥¤±²¢¨¥
kuks � C1kfks�m + C2kuks�1: �

�²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¯®±«¥¤­¥¬ ±« £ ¥¬®¬ ­®°¬³ kuks�1 ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ ­®°¬®©
«¾¡®£® ¯®°¿¤ª , ¬¥­¼¸¥£® s.
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������ 8

Ǳ°¨¢¥¤¥¬ «®ª «¼­»© ¢ °¨ ­² ²¥®°¥¬» ® ¯®¢»¸¥­¨¨ £« ¤ª®±²¨ °¥¸¥­¨©. �®
¤«¿ ¯°®±²®²» ®£° ­¨·¨¬±¿ ±«³· ¥¬ ¯®¢»¸¥­¨¿ £« ¤ª®±²¨ \¤® ¡¥±ª®­¥·­®±²¨".

�¥®°¥¬  4. Ǳ³±²¼ A { ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ¨§ 	mph(R
n ), u 2 Hs(Rn) ¨

Au 2 C1(
), £¤¥ 
 { ­¥ª®²®° ¿ ®¡« ±²¼ ¢ Rn . �®£¤  u 2 C1(
).
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥ ®£° ­¨·¨¢ ¿ ®¡¹­®±²¨, ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ®¡« ±²¼ 


¸ °®¬. Ǳ³±²¼ 
0 { ª®­¶¥­²°¨·¥±ª¨© ¸ ° ¬¥­¼¸¥£® ° ¤¨³± . �®±² ²®·­® ¯®-
ª § ²¼, ·²® u 2 C1(
0) (¯®±«¥ ¢®§¬®¦­®£® ¨±¯° ¢«¥­¨¿ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ­³«¥¢®©
¬¥°»).

Ǳ®±²°®¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ´³­ª¶¨© 'k c ±³¦ ¾¹¨¬¨±¿ ­®±¨²¥«¿¬¨ (k =
1; 2; : : : ) ² ª, ·²®

'k = 1 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ­®±¨²¥«¿ supp'k+1 ¨ 
 � supp'k � 
0:

� · ±²­®±²¨, ¢±¥ 'k ° ¢­» 1 ­  
0.
� ¬¥²¨¬, ·²®

'k+1A'ku = 'k+1Au� 'k+1A(1� 'k)u 2 C10 (Rn);

² ª ª ª ¢ ¯¥°¢®¬ ·«¥­¥ ±¯° ¢  Au 2 C1 ­  supp'k+1,   ¢® ¢²®°®¬ ·«¥­¥
'k+1A(1� 'k)� 2 	�1.

�¥¯¥°¼ ¯°®¢®¤¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ¨­¤³ª¶¨¾. �¬¥¥¬

'2A'1u = ('2A� A'2)('1u) +A('2u): (5)

�¤¥±¼ ±¯° ¢  '2A � A'2 2 	m�1 ¨ '1u 2 Hs(Rn), ² ª ·²® ¯¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥
±¯° ¢  ¯°¨­ ¤«¥¦¨² Hs�m+1(Rn ). � ª ª ª «¥¢ ¿ · ±²¼ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² C10 (Rn),
²® ¯® ²¥®°¥¬¥ 2 § ª«¾· ¥¬, ·²® '2u 2 Hs+1(Rn).

� «¥¥, ¨§ ±®®²­®¸¥­¨¿

'3A'2u = ('3A� A'3)('2u) +A('3u) (6)

 ­ «®£¨·­® § ª«¾· ¥¬, ·²® '3u 2 Hs+2(Rn), ¨ ². ¤. � ¨²®£¥ u 2 H1(
0). �

� ¬¥²¨¬, ·²® ½««¨¯²¨·­®±²¼ ¤®±² ²®·­® ¯°¥¤¯®« £ ²¼ ¢ 
, ² ª ª ª ¨§ ¸ ° 

0 ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¢ 
 £« ¢­»© ±¨¬¢®« (a0(x; �) 6= 0 ¯°¨ x 2 
) ¬®¦­® ¯°®¤®«-
¦¨²¼ ¤® £« ¢­®£® ±¨¬¢®« , ° ¢­®¬¥°­® ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ¢ Rn .

�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ Au = f ¨ A ° ¢­®¬¥°­® ½««¨¯²¨·¥­, ²®

sing suppu � sing suppAu (7)

¨, §­ ·¨²,

sing supp u = sing suppAu; (8)

¯®±ª®«¼ª³ ®¡° ²­®¥ ª (7) ¢ª«¾·¥­¨¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¢±¥£¤ .
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�¥¯¥°¼ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¨§  ¯°¨®°­®© ®¶¥­ª¨ (±¬. ²¥®°¥¬³ 3) ±«¥¤³¥² ½«-
«¨¯²¨·­®±²¼.

�¥®°¥¬  5. Ǳ³±²¼ A 2 	mph(R
n) ¨

kuks � C(kAuks�m + kukm�1) (9)

¤«¿ ´³­ª¶¨© u ¨§ Hs(Rn ) ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ s c ­®±¨²¥«¿¬¨ ¢ ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²-
­®±²¨ O = O(x0) ²®·ª¨ x0, £¤¥ C ­¥ § ¢¨±¨² ®² u. �®£¤  £« ¢­»© ±¨¬¢®«

a0(x; �) ½««¨¯²¨·¥­ ¢ ²®·ª¥ x0:

a0(x0; �) 6= 0 (� 6= 0): (10)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® a0(x0; �0) 6= 0 ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ �0 6= 0.
Ǳ°¨¬¥­¨¬ ®¶¥­ª³ (9) ª ´³­ª¶¨¿¬

u(x) = '(x)ei�x��0 ; � > 0;

£¤¥
' 2 C10 (Rn); k'k0 = 1; supp' � O:

�¬¥¥¬
kuks = k�suk0 = k�s('�)(ei�x��0)k:

Ǳ³±²¼ b(x; �) { ±¨¬¢®« ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ �s('�). �®£¤  ¯® ¨§¢¥±²­®© ­ ¬ ´®°¬³«¥
¤«¿ ±¨¬¢®«  ¯®¤ §­ ª®¬ ¯®±«¥¤­¥© ­®°¬» ±²®¨² b(x; ��0)e

i�x��0 . Ǳ°¨ ½²®¬

b(x; �) �
X 1

�!ij�j
@�� (1 + j�j2)s=2 � @�x'(x);

² ª ·²®
b(x; ��0) = �sj�0js'(x) + O(�s�1) (� !1): (11)

�­ «®£¨·­®
kAuks�m = k�s�mAuk0;

¨ ¯®¤ §­ ª®¬ ¯®±«¥¤­¥© ­®°¬» ±²®¨² ±(x; ��0)e
i�x��, £¤¥ c(x; �) { ±¨¬¢®« ®¯¥° -

²®°  �s�mA('�). �«¿ ­¥£® ¨¬¥¥¬

±(x; ��0) = ei�x��0�sj�0js�ma0(x; �0)'(x) + O(�s�1):

�¥¯¥°¼ ®¶¥­ª  (9) ¤ ¥²

�sj�0js � C�sj�0js�m max
x2supp'

ja0(x; �0)j+ O(�s�1): (12 M)

Ǳ³±²¼ supp' ­ ±²®«¼ª® ¬ «, ·²® ­  ­¥¬ Cmax ja0(x; �0=j�0j)j < 1. �®£¤  ¯°¨
¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®¬ � ¢®§­¨ª ¥² ¯°®²¨¢®°¥·¨¥. �
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x4. Ǳ±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°»
­  § ¬ª­³²»µ ¬­®£®®¡° §¨¿µ

1. �« ¤ª®¥ § ¬ª­³²®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥. � ±±¬®²°¨¬ n-¬¥°­®¥ § ¬ª­³²®¥
¬­®£®®¡° §¨¥M ª« ±±  C1. � ¯°¨¬¥°, ½²® ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¬ª­³² ¿ ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª ¿ £¨¯¥°¯®¢¥°µ­®±²¼ ¢ Rn+1 . �¥ ¢¤ ¢ ¿±¼ ¢ ±®¢±¥¬ ²®·­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥,
­ ¯®¬­¨¬, ·²® M { \¤®±² ²®·­® µ®°®¸¥¥" ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, ¯®-
ª°»²®¥ ª®®°¤¨­ ²­»¬¨ ®ª°¥±²­®±²¿¬¨ O. � ¦¤ ¿ ² ª ¿ ®ª°¥±²­®±²¼ ¨¬¥¥²
ª °²³ { ®¡« ±²¼ U ¢ Rn c® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­»¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬ x = �(y) ®¡« -
±²¨ U ­  O. �®®°¤¨­ ²» y ¢ U ¿¢«¿¾²±¿ «®ª «¼­»¬¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ¢ O. �±«¨
ª®®°¤¨­ ²­»¥ ®ª°¥±²­®±²¨ O1 ¨ O2 ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿, ²® ¨µ ¯°®®¡° §» ­  ª °² µ
U1 ¨ U2 { ®²ª°»²»¥ ¬­®¦¥±²¢  ¨ ±¢¿§»¢ ¾¹¥¥ ¨µ ®²®¡° ¦¥­¨¥ �

�1
1 �2 ¿¢«¿¥²±¿

¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¬. � °²» ª®®°¤¨­ ²­»µ ®ª°¥±²­®±²¥©
®¡° §³¾²  ²« ± ¬­®£®®¡° §¨¿. � ¬ª­³²®±²¼ ¬­®£®®¡° §¨¿ ®§­ · ¥² ¥£® ª®¬-
¯ ª²­®±²¼ (¨ ®²±³²±²¢¨¥ ª° ¿). �®¬¯ ª²­®±²¼ { ½²® ¢®§¬®¦­®±²¼ ¢»¡° ²¼
¨§ «¾¡®£® ¯®ª°»²¨¿ ¬­®£®®¡° §¨¿ M ®²ª°»²»¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨ (¢ · ±²­®-
±²¨, ª®®°¤¨­ ²­»¬¨ ®ª°¥±²­®±²¿¬¨) ª®­¥·­®¥ ¯®¤¯®ª°»²¨¥. �ª¢¨¢ «¥­²­®¥
³±«®¢¨¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® «¾¡ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ²®·¥ª ­  M ±®¤¥°¦¨²
¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª ­¥ª®²®°®© ¥£® ²®·ª¥.

� ¬ª­³² ¿ £« ¤ª ¿ £¨¯¥°¯®¢¥°µ­®±²¼ ¢ Rn ª ª ¯° ¢¨«® § ¤ ¥²±¿ ¯ ° ¬¥-
²°¨·¥±ª¨ ± ° §­®© (£« ¤ª®©) ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¥© ¢ ° §­»µ ¬¥±² µ, ¯ ° ¬¥²°»
{ ½²® ¨ ¥±²¼ «®ª «¼­»¥ ª®®°¤¨­ ²». �®«¥¥ ®¡¹¨© ¯°¨¬¥° § ¬ª­³²®£® £« ¤-
ª®£® n-¬¥°­®£® ¬­®£®®¡° §¨¿ (´ ª²¨·¥±ª¨ ± ¬»© ®¡¹¨©) { § ¬ª­³² ¿ £« ¤ª ¿
¯®¢¥°µ­®±²¼ ° §¬¥°­®±²¨ n ¢ RN , N > n.

�³­ª¶¨¿ f(x) ­ M ­ §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®©, ¥±«¨ ¢±¥ ´³­ª¶¨¨ f(�(y))
­  ª °² µ ª®®°¤¨­ ²­»µ ®ª°¥±²­®±²¥© ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥. �²¨ ´³­ª¶¨¨
®¡° §³¾² ¯°®±²° ­±²¢® C1(M) = E(M). �­ «®£¨·­® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ´³­ª-
¶¨¨ ª« ±±  CN (M) c ª®­¥·­»¬ N 2 Z+. � ±²­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­»
«®ª «¼­® ¢ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ ¨ § ¢¨±¿² ®² ¨µ ¢»¡®° . � ª ¯° ¢¨«® ¤¨´-
´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° ­  M ­¥«¼§¿ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±° §³ £«®¡ «¼­®.

�«¿ ª ¦¤®£® ¯®ª°»²¨¿ fOkgKk ª®®°¤¨­ ²­»¬¨ ®ª°¥±²­®±²¿¬¨ (¨«¨ «¾¡»¬¨
®²ª°»²»¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨) ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤·¨­¥­­®¥ ½²®¬³ ¯®ª°»²¨¾ ° §¡¨¥-

­¨¥ ¥¤¨­¨¶» { ±¨±²¥¬  ´³­ª¶¨© f'kgK1 ±® ±¢®©±²¢ ¬¨

'k 2 C1(M); 'k � 0; supp'k � Ok;
KX
1

'k(x) � 1: (1)

� ¯°®±²° ­±²¢¥ �N (M) ¬®¦­® ¢¢¥±²¨ ­®°¬³

kfkN = max
k;y2Uk;�j�N

j@�y (f'k)[�(k)(y)]j: (2)

�²  ­®°¬  § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ° §¡¨¥­¨¿ ¥¤¨­¨¶» ¨ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ², ­®
¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¯°¨ ° §­»µ ¢»¡®° µ ¯®«³· ¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¥ ­®°¬».
(�ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ¤¢³µ ­®°¬ ®§­ · ¥², ·²® ¨µ ®²­®¸¥­¨¥ § ª«¾·¥­® ¬¥¦¤³
¯®«®¦¨²¥«¼­»¬¨ ¯®±²®¿­­»¬¨.)

Ǳ°®±²° ­±²¢® E 0(M) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¯°®±²° ­±²¢® «¨­¥©­»µ ­¥¯°¥°»¢-
­»µ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­ ¤ E(M) = C1(M).
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�¡±³¤¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢®¯°®± ®¡ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¨ ¯® M . �¯°¥¤¥«¨¬ ¯«®²­®±²¼

­ M ª ª ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ´³­ª¶¨© �U (y) ­ 
ª °² µ U , ² ª¨µ, ·²® ¥±«¨ ª®®°¤¨­ ²­»¥ ®ª°¥±²­®±²¨ O ¨ O0 ¨¬¥¾² ­¥¯³±²®¥
¯¥°¥±¥·¥­¨¥, ²® ¤«¿ ²®·¥ª ­  ª °² µ U ¨ U 0, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ²®·ª ¬ ½²®£®
¯¥°¥±¥·¥­¨¿,

�U (y) dy = �U 0(y0) dy0: (3)

�²® ®§­ · ¥², ·²®

�U [y(y
0)] = �U 0(y0)

����det @y(y0)@y0

����
�1

: (4)

�¡»·­® ¯«®²­®±²¼ § ¯¨±»¢ ¾² ² ª: dx = f�U (y) dyg.
�¥¯¥°¼ ®¯°¥¤¥«¨¬ ¨­²¥£° « ®² ´³­ª¶¨¨ f(x) ¯® M ´®°¬³«®©

Z
M

f(x) dx =
KX
1

Z
(f'k)[�

(k)(y)]�Uk(y) dy: (5)

�¤¥±¼ ¨±¯®«¼§®¢ ­» ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶», ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ´³­ª¶¨© 'k ± ­®±¨²¥-
«¿¬¨ ¢ ª®®°¤¨­ ²­»µ ®ª°¥±²­®±²¿µ Ok, ¯«®²­®±²¼ ¨ «®ª «¼­»¥ ª®®°¤¨­ ²» ¢
U (k). �® ¨­²¥£° « ¡« £®¤ °¿ (4) § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ¢»¡®°  ¯«®²­®±²¨. E±«¨,
¢ · ±²­®±²¨, ­®±¨²¥«¼ ´³­ª¶¨¨ f «¥¦¨² ¢ ª®®°¤¨­ ²­®© ®ª°¥±²­®±²¨ O, ²®Z

M

f(x) dx =

Z
f(�(y))�(y) dy: (6)

� ¦¤³¾ ­¥¯°¥°»¢­³¾ ´³­ª¶¨¾ f(x) ­  M ¬®¦­® ²¥¯¥°¼ ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ±
° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬, ¨«¨ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¥©, ¨§ E 0(M) ¯® ´®°¬³«¥

hf; 'i =
Z
M

f(x)'(x) dx; ' 2 E(M): (7)

�ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  M ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©

(f; g)0;M =

Z
f(x)g(x)dx: (8)

� «¥¥ ¥±²¥±²¢¥­­® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯°®±²° ­±²¢® L2(M) ª ª £¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®-
±²° ­±²¢®, ¯®«³· ¥¬®¥, ­ ¯°¨¬¥°, ¯®¯®«­¥­¨¥¬ ¯°®±²° ­±²¢  C(M) ­¥¯°¥°»¢-

­»µ ´³­ª¶¨© ¯® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ­®°¬¥ kuk0;M = (u; u)
1=2
0;M . �®¦­® ®¯°¥¤¥-

«¨²¼ ¨ ¤°³£¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  Lp(M), 1 � p � 1.

Ǳ°¨¬¥°. � ±±¬®²°¨¬ ¤¢³¬¥°­³¾ § ¬ª­³²³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼ S ¢ R3 . Ǳ³±²¼
®­  «®ª «¼­® § ¤ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¿¬¨

xj = xj(t1; t2) (j = 1; 2; 3); (9)

£¤¥ ´³­ª¶¨¨ ±¯° ¢  ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥. �¤¥±¼ t1; t2 { «®ª «¼­»¥ ª®®°¤¨­ ²».
�¥¡¥£®¢  ¬¥°  ¢ R3 ¯®°®¦¤ ¥² «¥¡¥£®¢³ ¬¥°³ ­  S, ¨ \¨­²¥£° « 1-£® °®¤ " ¯®
½²®© ¬¥°¥ (\¯® ¯«®¹ ¤¨ ­  S") ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ¨§¢¥±²­®© ´®°¬³«¥Z

f(x) dS =

ZZ
f(x1(t1; t2); : : : )

p
EG� F 2 dt1 dt2; (10)
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£¤¥
E = @t1x � @t1x; F = @t1x � @t2x; G = @t2x � @t2x: (11)

Ǳ°¨ ½²®¬, ª ª ¨§¢¥±²­®, ¢¥«¨·¨­ 
p
EG� F 2, § ¢¨±¿¹ ¿ ®² ¢»¡®°  ¯ ° ¬¥-

²°¨§ ¶¨¨, ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¿ª®¡¨ ­» ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

p
EG� F 2 =

����� det @(x1; x2)@(t1; t2)

����
2

+ : : :

�1=2
:

� ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ¯«®²­®±²¼ ¥±²¼ fpEG� F 2 dt1 dt2g.
� ¬¥· ­¨¥. Ǳ°¨ § ¤ ­­®© ¯«®²­®±²¨ ª ¦¤ ¿ ²®·ª  ­  M ¨¬¥¥² ®ª°¥±²-

­®±²¼ ± ² ª¨¬¨ «®ª «¼­»¬¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ y, ·²® �U (y) � 1.

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯³±²¼ O { ª ª ¿-­¨¡³¤¼ ª®®°¤¨­ ²­ ¿ ®ª°¥±²­®±²¼, ¢ ª®²®-
°®© ­ µ®¤¨²±¿ ¢§¿² ¿ ²®·ª , ¨ eyj (j = 1; : : : ; n) { «®ª «¼­»¥ ª®®°¤¨­ ²» ¢ ­¥©,eU { ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ª °² . Ǳ®«®¦¨¬

y1 = ey1; : : : ; yn�1 = eyn�1; yn =

Z
eyn

eyn;0

�
eU (ey1; : : : ; eyn�1; t) dt: (12)

�®£¤  @y=@ey { ­¨¦­¿¿ ²°¥³£®«¼­ ¿ ¬ ²°¨¶  ± £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¼¾ (1; : : : ; 1; �
eU)

¨
dy =

�� det(@y=@ey)�� dey = �
eU (ey) dey;

² ª ·²® �U (y) ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ° ¢­® 1.
Ǳ®ª°»¢ ¿ ¬­®£®®¡° §¨¥ ®ª°¥±²­®±²¿¬¨ ± ² ª¨¬¨ «®ª «¼­»¬¨ ª®®°¤¨­ -

² ¬¨ ¨ ¢»¡¨° ¿ ª®­¥·­®¥ ¯®¤¯®ª°»²¨¥, ¯®«³· ¥¬ ±¯¥¶¨ «¼­»© \¬ «»©"  ²« ±

¨§ ª °², ±®£« ±®¢ ­­»µ ± § ¤ ­­®© ¯«®²­®±²¼¾ ² ª, ·²® ¢±¥ �U ²®¦¤¥-

±²¢¥­­® ° ¢­» 1. �®°¬³«  (5) ¤«¿ ¨­²¥£° «  ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¨ ½²¨µ ª °²
¯°¨­¨¬ ¥² ¢¨¤ Z

M

f(x) dx =
KX
1

Z
(f'k)[�

(k)(y)] dy: (5')

�®¡®«¥¢±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  Hs(M) ¢¢®¤¿²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. Ǳ³±²¼
fOkg { ¯®ª°»²¨¥ ¬­®£®®¡° §¨¿ ª®®°¤¨­ ²­»¬¨ ®ª°¥±²­®±²¿¬¨, ¨ ¯³±²¼ f kgK1
{ ±¨±²¥¬  ´³­ª¶¨© ±® ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:

 k 2 C1(M);  k � 0; supp k � Ok;
X

 k > 0 ­  M: (13)

�«¿ «¾¡®£® s 2 R ¨ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ u 2 C1(M) ¯®«®¦¨¬

kuks;M =

�X
ku kk2s;Rn

�1=2
; (14)

£¤¥ ¯®¤° §³¬¥¢ ¥²±¿, ·²® ´³­ª¶¨¿ u k ¯°®¤®«¦¥­  ± ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª °²»
­  Rn ­³«¥¬ ¢­¥ ¥¥ ­®±¨²¥«¿ ¨ ­®°¬  ¢»·¨±«¥­  ¢ Rn . Ǳ°®±²° ­±²¢® Hs(M)
®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¯®¯®«­¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  C1(M) ¯® ½²®© ­®°¬¥.
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�·¥¢¨¤­®, ·²® ½²® £¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®±²° ­±²¢® ±® ±ª «¿°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬

(u; v)s;M =
X

(u k; v k)s;Rn: (15)

� §­»¥ ¢»¡®°» ª®®°¤¨­ ²­»µ ®ª°¥±²­®±²¥©, «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² ¨ ±¨±²¥¬»
´³­ª¶¨©  k ¯°¨¢®¤¿² ª ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬ ­®°¬ ¬. �²  ±¨±²¥¬  ¬®¦¥² ¡»²¼, ¢
· ±²­®±²¨, ° §¡¨¥­¨¥¬ ¥¤¨­¨¶»:

X
 k(x) � 1: (16)

�°³£®© ¯®«¥§­»© ¢»¡®° ½²®© ±¨±²¥¬»: ± ³±«®¢¨¥¬

X
 2
k(x) � 1: (17)

� ¯®±«¥¤­¥¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¬ «»¬  ²« ±®¬ ¨§ ª °², ±®£« ±®¢ ­­»µ
± § ¤ ­­®© ¯«®²­®±²¼¾,

(u; v)0;M =

Z
M

uv dx; (18)

² ª ·²® H0(M) ¯®«­®±²¼¾ ±®¢¯ ¤ ¥² ± L2(M).
�¬¥¥² ¬¥±²® ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ Hs(M) � Hs0(M) ¯°¨ s < s0; ¡®«¥¥

²®£®, ½²® ¢«®¦¥­¨¥ ª®¬¯ ª²­® (¡« £®¤ °¿ ª®¬¯ ª²­®±²¨ M). Ǳ°¨ s > n=2 + k
¨¬¥¥¬ ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ Hs(M) � C(k)(M), k 2 Z+. Ǳ®½²®¬³ H

1(M) =
\Hs(M) ¬®¦­® ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ± C1(M). Ǳ°®±²° ­±²¢® [Hs(M)]0 ­¥¯°¥°»¢­»µ
«¨­¥©­»µ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­ ¤ Hs(M) ¬®¦­® ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ 1) c Hs(M), ¨±¯®«¼-
§³¿ ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ (15), 2) c H�s(M), ¨±¯®«¼§³¿ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ´®°¬»
(u; v)0;M ­  Hs(M) � H�s(M). �® ½²®² ¢²®°®© ¢ °¨ ­² ³¤ ±²±¿ ®¡®±­®¢ ²¼
²®«¼ª® ¯®§¤­¥¥. �¬. «¥ª¶¨¾ 11.

�¥ª®²®°»¥ ¯®¤°®¡­®±²¨ ¬®¦­® ­ ©²¨ ¢ «¥ª¶¨¿µ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ±¥¬¥±²° .
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�¥ª¶¨¿ 9

2. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ Ǳ�� ­  ¬­®£®®¡° §¨¨. Ǳ³±²¼ M { § ¬ª­³²®¥ n-
¬¥°­®¥ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥, ¨ ¯³±²¼ A { ®¯¥° ²®°, ¤¥©±²¢³¾¹¨©
¢ C1(Rn ). �¥°¥§ ' ¨  ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ´³­ª¶¨¨ ¨§ C1(M).

�» ±ª ¦¥¬, ·²® A { Ǳ�� ¨§ 	m(M), ¥±«¨ ¢»¯®«­¥­» ¤¢  ³±«®¢¨¿.
1. �«¿ «¾¡»µ ',  ± ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ­®±¨²¥«¿¬¨ 'A( �) ¯°®¤®«¦ ¥²±¿

¤® ®¯¥° ²®°  ¯®°¿¤ª  �1 ¢ ±®¡®«¥¢±ª®© ¸ª «¥ ­  M .
2. �±«¨ ­®±¨²¥«¨ ´³­ª¶¨© ',  «¥¦ ² ¢ ®¤­®© ª®®°¤¨­ ²­®© ®ª°¥±²­®±²¨

O, ²®
'A u = 'AU u; (19)

£¤¥ AU { Ǳ�� ¨§ 	m(Rn ), § ¢¨±¿¹¨© ²®«¼ª® ®² O ¨ ¢»¡®°  «®ª «¼­»µ ª®®°-
¤¨­ ² ¢ O.

�¤¥±¼ ¨ ¤ «¼¸¥ ¯®¤° §³¬¥¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥. �«¥¢  u { «¾¡ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§
C1(M). �®±¨²¥«¨ ´³­ª¶¨©  u «¥¦ ² ¢ O. Ǳ®±«¥ ¯¥°¥µ®¤  ª «®ª «¼­»¬ ª®-
®°¤¨­ ² ¬ ¯®«³· ¾²±¿ ´³­ª¶¨¨ ­  ª °²¥ U , ° ¢­»¥ ­³«¾ ¢¡«¨§¨ £° ­¨¶»
ª °²». �­¨ ¯°®¤®«¦ ¾²±¿ ­  Rn ­³«¥¬ ¢­¥ ±¢®¨µ ­®±¨²¥«¥©. � ¯° ¢®© · ±²¨
´®°¬³«» (19) ¯®«³· ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ ­  Rn ± ­®±¨²¥«¥¬ ¢ U . �­  ¯¥°¥­®±¨²±¿
­  O ¨ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ­³«¥¬ ­  M ¢­¥ ±¢®¥£® ­®±¨²¥«¿.

� ¯®¤²¥ª±²¥ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ { ²¥®°¥¬  ® ²®¬, ·²® ¢ Rn ª®¬¯®§¨¶¨¿ ¢¨¤ 
'A( �), £¤¥ A { Ǳ��,   ' ¨  { ´³­ª¶¨¨ ¨§ �10 (Rn) c ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿
­®±¨²¥«¿¬¨, ¥±²¼ Ǳ�� ¯®°¿¤ª  �1,   £« ¢­®¥, ²¥®°¥¬  ® § ¬¥­¥ ¯¥°¥¬¥­-
­»µ ¢ Ǳ��. � ±¨«³ ½²¨µ ²¥®°¥¬ ²®«¼ª® ·²® ¤ ­­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ Ǳ�� ­  M
ª®°°¥ª²­®.

�»¢¥¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ´®°¬³«³ ¤«¿ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ Ǳ�� A ­  M . Ǳ³±²¼ fOkgK1 {
¯®ª°»²¨¥ ¬­®£®®¡° §¨¿ ª®®°¤¨­ ²­»¬¨ ®ª°¥±²­®±²¿¬¨,   f'kgK1 { ° §¡¨¥­¨¥
¥¤¨­¨¶», ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨© ¨ ¯®¤·¨­¥­­®¥ ½²®¬³ ¯®-
ª°»²¨¾. Ǳ³±²¼ Ak = AUk { Ǳ�� ¨§ ¢²®°®£® ¯³­ª²  ®¯°¥¤¥«¥­¨¿, ®²¢¥· ¾¹¨¥
Ok. Ǳ³±²¼  k { ´³­ª¶¨¨ ¨§ C

1(M) c ­®±¨²¥«¿¬¨ ¢ Ok, ° ¢­»¥ 1 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨
­®±¨²¥«¿ ´³­ª¶¨¨ 'k. �®£¤ 

A =
X

'kA =
X

'kAk k �+
X

'kA(1�  k)�

Ǳ®±«¥¤­¿¿ ±³¬¬  { ®¯¥° ²®° ¯®°¿¤ª  �1. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

A =
X

'kAk k �+ : : : ; (20)

§¤¥±¼ ¨ ¤ «¼¸¥ ¬­®£®²®·¨¥¬ ®¡®§­ · ¥²±¿ ®¯¥° ²®° ¯®°¿¤ª  �1. �­ «®£¨·-
­³¾ ´®°¬³«³ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼, ³¬­®¦ ¿ A ­  ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶» ±¯° ¢ :

A =
X

 kAk'k �+ : : : : (21)

�§ ½²¨µ ´®°¬³« ±° §³ ±«¥¤³¥²

�¥®°¥¬  1. Ǳ�� ¨§ 	m(M) ¤¥©±²¢³¥² ®£° ­¨·¥­­»¬ ®¡° §®¬ ¨§ Hs(M)
¢ Hs�m(M).
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�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¤®±² ²®·­® ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿  ­ «®£¨·­»¬ °¥§³«¼² ²®¬ ¤«¿
Ǳ�� ¢ Rn .

� ¬¥²¨¬ ¥¹¥, ·²® «¾¡®© ®¯¥° ²®° ¢¨¤  (20) ¨«¨ (21) { Ǳ�� ¨§ 	m(M). �²®
±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» ® § ¬¥­¥ ¯¥°¥¬¥­­»µ ¢ Ǳ��.

�¥°¥§ 	�1(M) ®¡®§­ ·¨¬ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¢±¥µ 	m(M) ¨ ·¥°¥§ 	1(M) { ®¡º-
¥¤¨­¥­¨¥ ¢±¥µ 	m(M). � ¬¥²¨¬, ·²® 	�1(M) ±®¢¯ ¤ ¥² ± ª« ±±®¬ ¨­²¥£° «¼-
­»µ ®¯¥° ²®°®¢ Z

k(x; y)u(x) dx

c ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬¨ ¿¤° ¬¨. �®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ®­ ¦¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ª« ±-
±®¬ ®¯¥° ²®°®¢ ¯®°¿¤ª  �1 ¢ ±®¡®«¥¢±ª®© ¸ª «¥ M .

Ǳ®«­»© ±¨¬¢®« Ǳ�� ª ª ¯° ¢¨«® ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® «®ª «¼­®, ¢
«®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ.

Ǳ�� A ¨§ 	m(M) ­ §®¢¥¬ ¯®«¨®¤­®°®¤­»¬, ¥±«¨ ¢±¥ Ak { ¯®«¨®¤­®°®¤­»¥
Ǳ��. �²¨ Ǳ�� ®¡° §³¾² ª« ±± 	mph(M).

Ǳ°¨¬¥° ¬¨ ¬®£³² ±«³¦¨²¼ ®¯¥° ²®°» ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ± ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª¨¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ (¨µ § ¯¨±¼ ®¡»·­® «®ª «¼­  ¨ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®° 
«®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ²) ¨ ®¯¥° ²®° ³¬­®¦¥­¨¿ ­  ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª³¾ ´³­ª-
¶¨¾, ½²® Ǳ�� ¨§ 	0

ph(M).
�³¤¥² ¯®ª § ­®, ·²® ¯®«¨®¤­®°®¤­»© Ǳ�� ¨¬¥¥² ¨­¢ °¨ ­²­® ®¯°¥¤¥«¥­-

­»© £« ¢­»© ±¨¬¢®«. Ǳ®¤£®²®¢ª  ¯°®¢®¤¨²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯³­ª²¥.

3. � ± ²¥«¼­®¥ ¨ ª®ª ± ²¥«¼­®¥ ° ±±«®¥­¨¿ ­ ¤ M . Ǳ³±²¼ U {
®¡« ±²¼ ¢ Rn ¨ ¢ ª ¦¤®© ¥¥ ²®·ª¥ y § ¤ ­ ·¨±«®¢®© ±²®«¡¥¶ �(y) ¢»±®²» n.
�®¢®°¿², ·²® ½²® ª®­²° ¢ °¨ ­²­»© ¢¥ª²®° (²®·­¥¥, ¯®«¥ ª®­²° ¢ °¨ ­²­»µ
¢¥ª²®°®¢), ¥±«¨ ¯°¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¨ ª®®°¤¨­ ² y 7! ey = ey(y) ½²¨ ¢¥ª²®°»
¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³

e� = @ey(y)
@y

�: (22)

�²® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ¨¬¨²¨°³¥² «¨­¥©­³¾ · ±²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ y�y0 ¢ ey�ey0:
ey � ey0 = @ey

@y
(y � y0) + : : : :

Ǳ®«¿ ª®­²° ¢ °¨ ­²­»µ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° §³¾² «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ± ¨­-
¢ °¨ ­²­® ®¯°¥¤¥«¥­­»¬¨ (­¥ § ¢¨±¿¹¨¬¨ ®² ¢»¡®°  ª®®°¤¨­ ²) «¨­¥©­»¬¨
®¯¥° ¶¨¿¬¨.

�±«¨ ¢ U § ¤ ­  ª°¨¢ ¿ y = y(t), ²® ª ± ²¥«¼­»¥ ª ­¥© ¢¥ª²®°» dy(t)=dt
ª®­²° ¢ °¨ ­²­». �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ª®®°¤¨­ ² ¬ ey ³° ¢­¥­¨¿
ª°¨¢®© ¯°¨­¨¬ ¾² ¢¨¤ ey = ey(y(t)), ¨

dey
dt

=
@ey
@y

dy

dt
:

�®­²° ¢ °¨ ­²­»¥ ¢¥ª²®°» ­ §»¢ ¾²±¿ ² ª¦¥ ²¥­§®° ¬¨ ²¨¯ 

�
1
0

�
.



42

�¥¯¥°¼ ¢±¯®¬­¨¬ ¯®­¿²¨¥ ¯®«¿ ª®¢ °¨ ­²­»µ ¢¥ª²®°®¢, ¨«¨ ª®¢¥ª²®°®¢,

¨«¨ ²¥­§®°®¢ ¯®°¿¤ª 

�
0
1

�
. �²® ²®¦¥ ¢¥ª²®° � ¢»±®²» n, ¯°¨ ½²®¬ ²°¥¡³-

¥²±¿, ·²®¡» ±² ­¤ °²­®¥ ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ � � � ­¥ § ¢¨±¥«® ®² ¢»¡®° 
ª®®°¤¨­ ². Ǳ®½²®¬³ ¨§ ° ¢¥­±²¢ 

e� � e� = e� � @ey
@y

�

±«¥¤³¥² ¯° ¢¨«® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ª®®°¤¨­ ² ª®¢¥ª²®° 

e� = �
@ey
@y

�0�1

�: (23)

Ǳ¥°¥©¤¥¬ ª ¯®­¿²¨¿¬ ª ± ²¥«¼­®© ¯«®±ª®±²¨ ¨ ª ± ²¥«¼­®£® ° ±±«®¥­¨¿.
�¨ª±¨°³¿ ²®·ª³ x ­  M , ° ±±¬®²°¨¬ ¯ °» (x; �), £¤¥ � { ª®­²° ¢ °¨ ­²­»¥
¢¥ª²®°», \ ¢»µ®¤¿¹¨¥ ¨§" x. �²¨ ¯ °» ®¡° §³¾² ª ± ²¥«¼­³¾ ¯«®±ª®±²¼

TxM . �±«¨ M { £¨¯¥°¯®¢¥°µ­®±²¼ ¢ Rn+1 , ²® ½²® ®¡»·­ ¿ ª ± ²¥«¼­ ¿ ¯«®±-
ª®±²¼, ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ x ¢¥ª²®°®¢, ª ± ²¥«¼­»µ ª ¯°®µ®¤¿¹¨¬
·¥°¥§ x £« ¤ª¨¬ ª°¨¢»¬ ­  M . �¡º¥¤¨­¥­¨¥

TM =
[
x2M

TxM (24)

­ §»¢ ¥²±¿ ª ± ²¥«¼­»¬ ° ±±«®¥­¨¥¬ ¬­®£®®¡° §¨¿ M . �¤¥±¼ ª ± ²¥«¼­»¥
¯«®±ª®±²¨ TxM ¨ Tx̂M ¢ ° §­»µ ²®·ª µ x ¨ x̂ ±·¨² ¾²±¿ ­¥ ¨¬¥¾¹¨¬¨ ®¡¹¨µ
²®·¥ª. �²® ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®¥ ­¥ª®¬¯ ª²­®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥ ± ª®®°¤¨­ ²­»¬¨
®ª°¥±²­®±²¿¬¨ O � R

n ¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿¬¨ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ²

ey = ey(y); e� =
@ey
@y

�: (25)

�®ª ± ²¥«¼­ ¿ ¯«®±ª®±²¼ T �xM ±®±²®¨² ¨§ ¯ ° (x; �), £¤¥ � { ª®¢¥ª²®°».
�¡º¥¤¨­¥­¨¥

T �M =
[
x2M

T �xM (26)

­ §»¢ ¥²±¿ ª®ª ± ²¥«¼­»¬ ° ±±«®¥­¨¥¬ ¬­®£®®¡° §¨¿ M . �²® ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª®¥ ­¥ª®¬¯ ª²­®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥ ± ª®®°¤¨­ ²­»¬¨ ®ª°¥±²­®±²¿¬¨ O�Rn
¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿¬¨ ª®®°¤¨­ ²

ey = ey(y); e� = �
@ey
@y

�0�1

�: (27)

4. �« ¢­»© ±¨¬¢®« Ǳ�� ­  ¬­®£®®¡° §¨¨. �±¯®¬­¨¬, ·²® ¯°¨ ¯°¥-
®¡° §®¢ ­¨¨ ª®®°¤¨­ ² { ¯®¤±² ­®¢ª¥ ey = ey(y) £« ¢­»© ±¨¬¢®« Ǳ�� ¯°¥®¡° -
§³¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥

ea0(ey(y);
�
@ey(y)
@y

�

�
= a(y; �):
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�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® £« ¢­»© ±¨¬¢®« a0(x; �) Ǳ�� ¨§ 	mph(M) ¨¬¥¥² ¨­¢ °¨-
 ­²­»© ±¬»±« ª ª ´³­ª¶¨¿ ­  ª®ª ± ²¥«¼­®¬ ° ±±«®¥­¨¨ T �M , ²®·­¥¥, ­ 
T �M n 0 (¨§ T �M ¢»¡° ±»¢ ¥²±¿ \­³«¥¢®¥ ±¥·¥­¨¥", ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ª®¢¥ª²®°®¢
(x; 0)). �²® ¯®«®¦¨²¥«¼­® ®¤­®°®¤­ ¿ ¯® � ´³­ª¶¨¿ ±²¥¯¥­¨ m. �²® ®§­ · ¥²,
·²® \¯°¥¤±² ¢¨²¥«¨" a0(y; �) £« ¢­®£® ±¨¬¢®«  ¢ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ ¯®-
«®¦¨²¥«¼­® ®¤­®°®¤­» ±²¥¯¥­¨ m ¯® �.

� · ±²­®±²¨, ¨¬¥¥² ±¬»±« ³±«®¢¨¥ ½««¨¯²¨·­®±²¨

a0(x; �) 6= 0 (� 6= 0): (28)

�¦¥ ±«¥¤³¾¹¨© ·«¥­ a1 ¯®«­®£® ° §«®¦¥­¨¿ ±¨¬¢®«  ­¥ ¨¬¥¥² ¨­¢ °¨ ­²-
­®£® ±¬»±« . �® ¬®¦­® ¤®ª § ²¼, ·²® ² ª ­ §»¢ ¥¬»© ±³¡£« ¢­»© ±¨¬¢®«

(subA) = a1(x; �)� 1

2i

X
@�j@xja0(x; �) (29)

¨¬¥¥² ¨­¢ °¨ ­²­»© ±¬»±«, ¥±«¨ ¤®£®¢®°¨²¼±¿ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ²®«¼ª® «®ª «¼-
­»¬¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨, ±®£« ±®¢ ­­»¬¨ ± ¤ ­­®© ¯«®²­®±²¼¾ (¢±¥ ´³­ª¶¨¨ �U
° ¢­» ¥¤¨­¨¶¥).

�²¬¥²¨¬ ¥¹¥, ·²® ­  ®ª°³¦­®±²¨ S (¤«¨­» 2�) ¥±²¥±²¢¥­­® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿
¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ª®®°¤¨­ ²®©. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯®«­»© ±¨¬¢®« ¨¬¥¥² ±¬»±« ª ª
2�-¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ®² x:

a(x+ 2�; �) = a(x; �): (30)

�­ «®£¨·­® ®¡±²®¨² ¤¥«® ­  ²®°¥ Tn = S � � � � � S { ¯°¿¬®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¨ n
®ª°³¦­®±²¥©.

5. �±·¨±«¥­¨¥ Ǳ�� ­  ¬­®£®®¡° §¨¨. �±¥ ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¾² ¨§  ­ «®-
£¨·­»µ ²¥®°¥¬ ¢ Rn , ­® ¯°®±«¥¤¨²¼ ³¤ ¥²±¿ ²®«¼ª® §  £« ¢­»¬¨ ±¨¬¢®« ¬¨.

�¥®°¥¬  1. Ǳ³±²¼ A 2 	m1(M), B 2 	m2(M). �®£¤  C = BA 2 	m1+m2(M).
Ǳ°¨ ½²®¬ ¥±«¨ A ¨ B ¯®«¨®¤­®°®¤­», ²® C ¯®«¨®¤­®°®¤¥­ ¨ ¥£® £« ¢­»© ±¨¬-

¢®« ¥±²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ £« ¢­»µ ±¨¬¢®«®¢ Ǳ�� B ¨ A:

c0 = b0a0: (31)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ³±²¼ ',  { ¤¢¥ ´³­ª¶¨¨ ¨§ C1(M) ±­ · «  ± ­¥ ¯¥°¥-
±¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ­®±¨²¥«¿¬¨. Ǳ³±²¼ ´³­ª¶¨¿ � ¨§ C1(M), ° ¢­ ¿ 1 ¢ ®ª°¥±²­®-
±²¨ ­®±¨²¥«¿ ´³­ª¶¨¨ ' ¨ ² ª ¿, ·²® ­®±¨²¥«¨ ´³­ª¶¨© � ¨  ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿.
�®£¤ 

'BA � = 'B�A �+'B(1� �)A �
�¡  ±« £ ¥¬»µ ±¯° ¢  ¯°¨­ ¤«¥¦ ² 	�1(M).

Ǳ³±²¼ ²¥¯¥°¼ ­®±¨²¥«¨ ®¡¥¨µ ´³­ª¶¨© ',  «¥¦ ² ¢ ®¤­®© ª®®°¤¨­ ²­®©
®ª°¥±²­®±²¨, ¨ ¯³±²¼ � { ´³­ª¶¨¿ ¨§ C1(M) ± ­®±¨²¥«¥¬ ¢ O, ° ¢­ ¿ 1 ¢
®ª°¥±²­®±²¨ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ­®±¨²¥«¥© ´³­ª¶¨© ' ¨  . �¬¥¥¬

'BA � = 'B��A �+'B(1� �2)A � :
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� ¯¥°¢®¬ ±« £ ¥¬®¬ ¬» ¬®¦¥¬ ¯®¤±² ¢¨²¼ ¢¬¥±²® A ¨ B ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥
Ǳ�� ¢ Rn , ¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² 	�1(M). �²±¾¤  ¢¨¤­®, ·²® ��
{ Ǳ�� ¨§ 	m1+m2(M), ¯®«¨®¤­®°®¤­»© ¢ ±«³· ¥ ¯®«¨®¤­®°®¤­»µ A ¨ B. �«¿
¯°®¢¥°ª¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ® £« ¢­»µ ±¨¬¢®« µ ¤®±² ²®·­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼ ¢±¥ ²°¨
´³­ª¶¨¨ ° ¢­»¬¨ 1 ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ´¨ªc¨°®¢ ­­®© ²®·ª¨. �

Ǳ³±²¼ ­  ¬­®£®®¡° §¨¨ § ´¨ª±¨°®¢ ­  (¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª ¿)
¯«®²­®±²¼. �®£¤  ®¯°¥¤¥«¥­» ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥

(u; v)0 = (u; v)0;M =

Z
M

uv dx

¨ ´®°¬ 

hu; vi0 = hu; vi0;M =

Z
M

uv dx; (32)

¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® ®¯¥° ²®°  A, ¤¥©±²¢³¾¹¥£® ¢ C1(M), ®¯°¥¤¥«¥­» ´®°¬ «¼­®
±®¯°¿¦¥­­»© ®¯¥° ²®° A(�) ¨ ´®°¬ «¼­® ²° ­±¯®­¨°®¢ ­­»© ®¯¥° ²®° A(0)

±®®²¢¥²±²¢¥­­® ´®°¬³« ¬¨

(Au; v)0 = (u;A(�)v)0 ¨ hAu; vi0 = hu;A(0)vi: (33)

�¥®°¥¬  2. Ǳ³±²¼ A { Ǳ�� ¨§ 	m(M). �®£¤  A(�) ¨ A(0) { ²®¦¥ Ǳ��

¨§ 	m(M). �±«¨ A ¯®«¨®¤­®°®¤¥­, ²® A(�) ¨ A(0) ²®¦¥ ¯®«¨®¤­®°®¤­» ¨

¨µ £« ¢­»¥ ±¨¬¢®«» ° ¢­» ±®®²¢¥²±²¢¥­­® a0(x; �) ¨ a0(x;��), £¤¥ a0(x; �) {
£« ¢­»© ±¨¬¢®« Ǳ�� A.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ°®¹¥ ¢±¥£® ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¬ «»¬  ²« ±®¬ ¨§ ®ª°¥±²-
­®±²¥© ± «®ª «¼­»¬¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨, ±®£« ±®¢ ­­»¬¨ ± § ¤ ­­®© ¯«®²­®±²¼¾,
¨ ´®°¬³«®© (20):

A =
X

'kAk k �+ : : : ;
§¤¥±¼ ¨ ¤ «¼¸¥ ¬­®£®²®·¨¥¬ ®¡®§­ ·¥­ ¡¥±ª®­¥·­® ±£« ¦¨¢ ¾¹¨© ®¯¥° ²®°.
�¬¥¥¬

A(�) =
X

 kA
(�)
k 'k; A(0) =

X
 kA

(0)
k 'k;

¨ ².¤.

x5. �««¨¯²¨·¥±ª¨¥ Ǳ�� ­  § ¬ª­³²®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨

1 . Ǳ ° ¬¥²°¨ª± ¤«¿ ½««¨¯²¨·¥±ª®£® Ǳ��.

�¥®°¥¬  3. Ǳ³±²¼ A { ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ¨§ 	mph(M). �®£¤  ±³¹¥-

±²¢³¥² ² ª®© ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� B ¨§ 	�mph (M), ·²®

BA = I + : : : ¨ AB = I + : : : : (1)

�« ¢­»© ±¨¬¢®« b0 Ǳ�� B ° ¢¥­ 1=a0, £¤¥ a0 { £« ¢­»© ±¨¬¢®« Ǳ�� A.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬ ¯®­ ¤®¡¿²±¿ ¤¢  ¯®ª°»²¨¿ fOkgN1 ¨ f eOkgN1 ¬­®-
£®®¡° §¨¿ M ±® ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬: e±«¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ Ok \ Ol ­¥¯³±²®, ²®
®¡º¥¤¨­¥­¨¥ Ok [Ol ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¯¥°¥±¥·¥­¨¨ eOk \ eOl.
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�«¿ ª ¦¤®£® k ­ ©¤¥¬ ² ª®© Ǳ�� Ak 2 	m(Rn), ·²® ¤«¿ ´³­ª¶¨© ',  ¨§

C1(M) c ­®±¨²¥«¿¬¨ ¢ eOk
'A � = 'Ak �

¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ. �¯¥° ²®°» Ak ¬®¦­® ¯°¥¤¯®«®-
¦¨²¼ ° ¢­®¬¥°­® ½««¨¯²¨·¥±ª¨¬¨. � ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ­®±¨²¥«¨ ´³­ª¶¨© ',  

«¥¦ ² ¢ eOk \ eOl, ²®
'Ak � = 'Al' � : (2)

�¤¥±¼ ±«¥¢  ¨ ±¯° ¢  ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ° §­»¥ ±¨±²¥¬» «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ². �¥-
¯¥°¼ § ´¨ª±¨°³¥¬ ª®­¥·­®¥ ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶»

P
'k, ¯®¤·¨­¥­­®¥ ¯®ª°»²¨¾

fOkg, ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ­®±¨²¥«¼ ´³­ª¶¨¨  k «¥¦¨² ¢ Ok ¨ ·²®  k = 1 ¢
®ª°¥±²­®±²¨ ­®±¨²¥«¿ ´³­ª¶¨¨ 'k. �» ¨¬¥¥¬

A =
X

 kAk'k �+ : : : :

Ǳ³±²¼ Bk {½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¯ ° ¬¥²°¨ª± ¤«¿ Ak. Ǳ®«®¦¨¬

B =
X

'lBl l� (3)

¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ½²® «¥¢»© ¯ ° ¬¥²°¨ª± ¤«¿ A. �¬¥¥¬

�� =
XX

'lBl l kAk'k � :

�¤¥±¼ ¢ ª ¦¤®¬ ±« £ ¥¬®¬ ¨«¨ 'l'k { ²®¦¤¥±²¢¥­­»© ­³«¼. ¨«¨ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥

­®±¨²¥«¥© ´³­ª¶¨©  k ¨  l «¥¦¨² ¢ eOk \ eOl. � ¯®±«¥¤­¥¬ ±«³· ¥ ¬®¦­® § -
¬¥­¨²¼ Ak ­  Al ¨ ¯¥°¥¯¨± ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ±« £ ¥¬®¥, ¨±¯®«¼§³¿ (2), ¢
¢¨¤¥

'lBl l kAl'k = 'lBl(1� l+ l)(1� k+ k)Al'k+� � � = 'lAlBl'k+� � � = 'l'k+: : : :

�³¬¬¨°³¿ ¯® k ¨ l, ¯®«³· ¥¬ ¥¤¨­¨·­»© ®¯¥° ²®° ¯«¾± ¡¥±ª®­¥·­® ±£« ¦¨¢ -
¾¹¨©.

� «¥¥, ª ª ¢ Rn , ±²°®¨¬ ¯° ¢»© ¯ ° ¬¥²°¨ª± ¨ ¯°®¢¥°¿¥¬, ·²® ®¡  ¿¢«¿¾²±¿
¤¢³±²®°®­­¨¬¨ ¯ ° ¬¥²°¨ª± ¬¨. �

2. �«¥¤±²¢¨¿.

�¥®°¥¬  4 (®¡  ¯°¨®°­®© ®¶¥­ª¥). Ǳ³±²¼ A { ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ¨§

	mph(M). �®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢  ®¶¥­ª 

kuks;M � Cs(kAuks�m;M + kuks�1;M): (4)

�¥®°¥¬  5 (® ¯®¢»¸¥­¨¨ £« ¤ª®±²¨ °¥¸¥­¨©). Ǳ³±²¼ A { ½««¨¯²¨·¥±ª¨©

Ǳ�� ¨§ 	mph(M). �®£¤  ¥±«¨ u 2 Hs(M), Au 2 Hs�m+t(M), £¤¥ t > 0, ²®

u 2 Hs+t(M).
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�¥ª¶¨¿ 10

�§ ²¥®°¥¬» ® ¯®¢»¸¥­¨¨ £« ¤ª®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® KerA
°¥¸¥­¨© ®¤­®°®¤­®£® ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ³° ¢­¥­¨¿ Au = 0 ±®±²®¨² ¨§ ¡¥±ª®-

­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©; ¢ · ±²­®±²¨, ®­® ­¥ § ¢¨±¨² ®² s.

�¥®°¥¬  ® ¯®¢»¸¥­¨¨ £« ¤ª®±²¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ² ª¦¥ ¢ «®ª «¼­®¬ ¢ °¨ ­²¥,
­ ¯°¨¬¥°, ² ª®¬:

�¥®°¥¬  6. Ǳ³±²¼ A { ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ¨§ 	mph(M) ¨ u 2 Hs(M), ² ª

·²® Au 2 Hs�m(M), ­® Au 2 C1 ¢ ®¡« ±²¨ G ­  M . �®£¤  u 2 C1(G).
�²® ±«¥¤³¥² ¨§ ³¦¥ ³±² ­®¢«¥­­®£®  ­ «®£¨·­®£® °¥§³«¼² ²  ¢ Rn .

� ª ¨ ¢ Rn , ¤«¿ ®¡®¡¹¥­­®© ´³­ª¶¨¨ u ­  M ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥¥ ±¨­£³«¿°­»©
­®±¨²¥«¼ sing supp u { ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ § ¬ª­³²®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¢­¥ ª®²®°®£® ®­ 
¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª®©. �«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®£® Ǳ�� A

sing suppAu � sing supp u: (4)

�«¿ ½««¨¯²¨·¥±ª®£® Ǳ�� ¨§ ²¥®°¥¬» 6 ¯®«³· ¥²±¿, ·²®

sing suppAu = sing supp u: (5)

�¯° ¢¥¤«¨¢  ² ª¦¥ ²¥®°¥¬ , ®¡° ²­ ¿ ª ²¥®°¥¬¥ 5 ®¡  ¯°¨®°­®© ®¶¥­ª¥:

�¥®°¥¬  7. Ǳ³±²¼ A { Ǳ�� ¨§ 	mph(M), ¨ ¯³±²¼ ¤«¿ ´³­ª¶¨© u ¨§ Hs(M)
c ­®±¨²¥«¿¬¨ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ O ²®·ª¨ x0 ­  M ±¯° ¢¥¤«¨¢  ®¶¥­ª 

kuks;M � C(kAuks;M + kuks�1;M ): (6)

�®£¤  A ½««¨¯²¨·¥­ ¢ x0: £« ¢­»© ±¨¬¢®« a0(x0; �) ®²«¨·¥­ ®² ­³«¿ ­  ­¥-

­³«¥¢»µ ª®ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª²®° µ ¢ x0.

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¬®¦­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® O { ª®®°¤¨­ ²­ ¿ ®ª°¥±²­®±²¼,
¨ ¯¥°¥©²¨ ­  ª °²³,   ¢ Rn ² ª ¿ ²¥®°¥¬  ³¦¥ ¤®ª § ­ .

Ǳ°¥¦¤¥ ·¥¬ ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ª ®±­®¢­®© ²¥®°¥¬¥ ®¡ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ ½««¨¯²¨·-
­®±²¨ ¨ ´°¥¤£®«¼¬®¢®±²¨, ° ±±¬®²°¨¬ ¢ ¦­»© ¯°¨¬¥°.

3. �¯¥° ²®° �¥«¼²° ¬¨{� ¯« ±  ­  °¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨. Ǳ³±²¼
M { °¨¬ ­®¢® ¬­®£®®¡° §¨¥. �²® §­ ·¨², ·²® ­  ­¥¬ § ¤ ­  ¢¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ±¨¬-
¬¥²°¨·­ ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­® ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ¬ ²°¨¶  g(y) = (gij(y)) ¢ «®ª «¼­»µ

ª®®°¤¨­ ² µ, ª®²®° ¿ ¯°¨ ¨µ ¨§¬¥­¥­¨¨ ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ª ª ²¥­§®° ²¨¯ 

�
0
2

�
:

eg(ey) = �
@y

@ey
�0
g(y(ey))@y

@ey : (7)

Ǳ°¨ ¯®¬®¹¨ ½²®© ¬ ²°¨¶» ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¤«¨­  ª°¨¢®© ­  M : ¥±«¨ ¤«¿ ¯°®-
±²®²» ª°¨¢ ¿ «¥¦¨² ¢ ª®®°¤¨­ ²­®© ®ª°¥±²­®±²¨ ¨ § ¤ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¿¬¨
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y = y(t) ¢ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ (� � t � �), ²® ¤«¨­  ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯®
´®°¬³«¥

l =

Z �

�

[y0(t)]0g(y(t))y(t)]1=2 dt:

� «¥¥, ½²  ¬ ²°¨¶  ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯«®²­®±²¼

dx = f
p
�(y) dyg; £¤¥ �(y) = det g(y): (8)

�±«¨ G { ®¡« ±²¼ ­  M , ²® ¥¥ °¨¬ ­®¢ ®¡º¥¬ ¢»° ¦ ¥²±¿ ¨­²¥£° «®¬
R
G
dx.

� ¯°¨¬¥°, ¥±«¨M ¥±²¼ n-¬¥°­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¢ RN , «®ª «¼­® § ¤ ­­ ¿ ³° ¢-
­¥­¨¿¬¨

xk = xk(y1; : : : ; yn) (k = 1; : : : ; N) (9)

(¨­¤¥ª±» ³ ª®®°¤¨­ ² ±¥©· ± ¯¨¸³²±¿ ­ ¢¥°µ³), ²®

gij =
NX
k=1

@xk(y)

@yi
@xk(y)

@yj
(i; j = 1; : : : ; n): (10)

� ±«³· ¥ ¤¢³¬¥°­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢ R3 ¬ ²°¨¶  g(y) { ½²® ¬ ²°¨¶ 

�
E F
F G

�

�¯¥° ²®° �¥«¼²° ¬¨{� ¯« ±  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©

�u(�(y)) =
1p
�(y)

nX
i;j=1

@yi

�p
�(y)gij(y)@yju(�(y))

�
: (11)

�¤¥±¼ (gij(y)) { ¬ ²°¨¶ , ®¡° ²­ ¿ ª ¬ ²°¨¶¥ g(y), ½²® ²¥­§®° ²¨¯ 

�
2
0

�
.

�« ¢­»© ±¨¬¢®« ®¯¥° ²®°  �� ¥±²¼

X
gij(y)�i�j ;

½²® ¯®«®¦¨²¥«¼­® ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ª¢ ¤° ²¨·­ ¿ ´®°¬ , ² ª ·²® ®¯¥° ²®° ½««¨-
¯²¨·¥­. �°®¬¥ ²®£®, ª ª ­¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ®­ ´®°¬ «¼­® ± ¬®±®¯°¿¦¥­.

4. �°¥¤£®«¼¬®¢» ®¯¥° ²®°».

�¯°¥¤¥«¥­¨¥. Ǳ³±²¼H1 ¨H2 { £¨«¼¡¥°²®¢» ¯°®±²° ­±²¢  (¬®¦­® ¡»«® ¡»
° ±±¬®²°¥²¼ ¡ ­ µ®¢» ¯°®±²° ­±²¢ ) ¨ A { ®¯¥° ²®° ¨§ H1 ¢H2, ¤«¿ ¯°®±²®²»
®£° ­¨·¥­­»©. �­ ­ §»¢ ¥²±¿ ´°¥¤£®«¼¬®¢»¬, ¥±«¨ ¢»¯®«­¥­» ±«¥¤³¾¹¨¥
²°¨ ³±«®¢¨¿.

1. �¤°® KerA ª®­¥·­®¬¥°­®.
2. �¡« ±²¼ §­ ·¥­¨© ImA § ¬ª­³²  ¢ H2.
3. �­  ¨¬¥¥² ¢ H2 ª®­¥·­®¬¥°­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ CokerA.
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� §­®±²¼
{(A) = dimKerA� dimCokerA (12)

­ §»¢ ¥²±¿ ¨­¤¥ª±®¬ ®¯¥° ²®°  A.

� «¨²¥° ²³°¥ ¢±²°¥· ¥²±¿ ² ª¦¥ ² ª ¿ ²¥°¬¨­®«®£¨¿: ¢¬¥±²® \´°¥¤£®«¼-
¬®¢ ®¯¥° ²®°" ¯¨¸³² \­�¥²¥°®¢ ®¯¥° ²®°",   ´°¥¤£®«¼¬®¢»¬ ­ §»¢ ¾² ­�¥²¥°®¢
®¯¥° ²®° ± ­³«¥¢»¬ ¨­¤¥ª±®¬.

� ¯°¨¬¥°, ¯³±²¼ H1 = H2 = H ¨ A = I + T , £¤¥ I { ¥¤¨­¨·­»©,   T {
ª®¬¯ ª²­»© ®¯¥° ²®°». �¡¹¥¨§¢¥±²­®, ·²® ²®£¤  A { ´°¥¤£®«¼¬®¢ ®¯¥° ²®°
¨ {(A) = 0. �²  ²¥®°¥¬  ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ ®¡¿§ ²¥«¼­®¬ ª³°±¥ ´³­ª¶¨®­ «¼-
­®£®  ­ «¨§  ¨«¨  ­ «¨§ -III. �« ¢­»© ¯°¨¬¥° { ®¯¥° ²®° I + T ¢ ¯°®±²° ­-
±²¢¥ L2(G), £¤¥ G { ª ª ¿-­¨¡³¤¼ ®¡« ±²¼ ¢ Rn ¨ T { ¨­²¥£° «¼­»© ®¯¥° ²®°R
G
K(x; y)u(y) dy c ª¢ ¤° ²¨·­® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¬ ¿¤°®¬.
Ǳ³±²¼ A { ®£° ­¨·¥­­»© ®¯¥° ²®° ¨§ H1 ¢ H2. �£° ­¨·¥­­»© ®¯¥° ²®° B

¨§ H2 ¢ H1 ­ §»¢¥²±¿ «¥¢»¬ ¯ ° ¬¥²°¨ª±®¬ ¤«¿ A, ¥±«¨

B1A = I1 + T1; (13)

¨ ¯° ¢»¬ ¯ ° ¬¥²°¨ª±®¬, ¥±«¨

AB2 = I2 + T2: (14)

�¤¥±¼ ¨ ¤ «¼¸¥ Ij ¨ Tj { ¥¤¨­¨·­»© ¨ ª®¬¯ ª²­»© ®¯¥° ²®°» ¢ Hj , j = 1; 2.
�±«¨ ®¯¥° ²®° B ¿¢«¿¥²±¿ «¥¢»¬ ¨ ¯° ¢»¬ ¯ ° ¬¥²°¨ª±®¬, ²® ®­ ­ §»¢ ¥²±¿
(¤¢³±²®°®­­¨¬) ¯ ° ¬¥²°¨ª±®¬ ¤«¿ A. �²¨ ²¥°¬¨­» ¬» ±° ¢­¨¬ ± ¢¢¥¤¥­-
­»¬¨ ° ­¼¸¥  ­ «®£¨·­»¬¨ ²¥°¬¨­ ¬¨ ¤«¿ Ǳ�� ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯³­ª²¥.

�±«¨ ®¯¥° ²®° A ¨¬¥¥² «¥¢»© ¨ ¯° ¢»© ¯ ° ¬¥²°¨ª±» B1 ¨ B2, ²® ®¡ 

®­¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¤¢³±²®°®­­¨¬¨ ¯ ° ¬¥²°¨ª± ¬¨. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ²®£¤ 

B1AB2 = (I1 + T1)B2 = B1(I2 + T2);

¨ ° §­®±²¼ B1�B2 ®ª §»¢ ¥²±¿ ª®¬¯ ª²­»¬ ®¯¥° ²®°®¬, ² ª ª ª ¯°®¨§¢¥¤¥-
­¨¥ ®£° ­¨·¥­­®£® ®¯¥° ²®°  ­  ª®¬¯ ª²­»© ª®¬¯ ª²­®. �²±¾¤  «¥£ª® ±«¥-
¤³¥² ­ ¸¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥.

Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 1. 1.Ǳ³±²¼ ®¯¥° ²®° A ¨¬¥¥² «¥¢»© ¯ ° ¬¥²°¨ª±. �®£¤ 

®­ ¨¬¥¥² ª®­¥·­®¬¥°­®¥ ¿¤°® ¨ § ¬ª­³²³¾ ®¡« ±²¼ §­ ·¥­¨©. 2. Ǳ³±²¼ ®¯¥-
° ²®° A ¨¬¥¥² ¯° ¢»© ¯ ° ¬¥²°¨ª±. �®£¤  ®­ ¨¬¥¥² § ¬ª­³²³¾ ®¡« ±²¼

§­ ·¥­¨©. 3. Ǳ³±²¼ ®¯¥° ²®° A ´°¥¤£®«¼¬®¢. �®£¤  ®­ ¨¬¥¥² ¤¢³±²®°®­­¨©

¯ ° ¬¥²°¨ª±.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¥¤«®¦¥­¨¿ 1. Ǳ³±²¼ B1 { «¥¢»© ¯ ° ¬¥²°¨ª±, ² ª
·²® ¬®¦­® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ±®®²­®¸¥­¨¥¬ (13). �®£¤ 

KerA � Ker(I1 + T1);

®²±¾¤  ±° §³ ±«¥¤³¥², ·²® KerA ª®­¥·­®¬¥°­®. �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ±«¥¤³¾¹¥¥
¢±¯®¬®£ ²¥«¼­®¥ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥:
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Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 2. Ǳ°¨ ­ «¨·¨¨ «¥¢®£® ¯ ° ¬¥²°¨ª±  ­  ®°²®£®­ «¼­®¬

¤®¯®«­¥­¨¨ (KerA)? ª ¿¤°³ ®¯¥° ²®°  A ±¯° ¢¥¤«¨¢  ®¶¥­ª 

kuk1 � CkAuk2 (15)

c ­¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² u ¯®±²®¿­­®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¥¤«®¦¥­¨¿ 2. �®¯³±²¨¬, ·²® ®¶¥­ª  (15) ­¥¢¥°­ .
�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ½«¥¬¥­²®¢ un ? KerA, ·²® kunk1 =
1 ¨ Aun ! 0. �§ (13) ±«¥¤³¥², ·²® un+T1un ! 0. � ª ª ª ®¯¥° ²®° T1 ª®¬¯ ª-
²¥­,   fTung { ®£° ­¨·¥­­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ²® ¥±²¼ ² ª ¿ ¯®¤¯®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨­¤¥ª±®¢ fnkg, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fTunkg ´³­¤ ¬¥­² «¼­ .
Ǳ³±²¼ ¤«¿ ¯°®±²®²» ®¡®§­ ·¥­¨© fTung ´³­¤ ¬¥­² «¼­ . �®£¤  ¨ fung ´³­-
¤ ¬¥­² «¼­ . � ª ª ª H1 ¯®«­®, ²® fung ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥« u. �²®² ¯°¥¤¥« ¨¬¥¥²
¥¤¨­¨·­³¾ ­®°¬³ ¨ ®°²®£®­ «¥­ KerA. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ Au = 0. �²® ¯°®²¨¢®-
°¥·¨¥ ¤®ª §»¢ ¥² ®¶¥­ª³ (15).

�¥¯¥°¼ ¯°®¢¥°¨¬ § ¬ª­³²®±²¼ ®¡« ±²¨ §­ ·¥­¨©. Ǳ³±²¼ Aun ! f . �»·¨² ¿
¨§ un ®°²®£®­ «¼­³¾ ¯°®¥ª¶¨¾ ­  KerA, ¬®¦­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® un ? KerA.
�±¯®«¼§³¿ ®¶¥­ª³ (15) ± un�um ¢¬¥±²® u, ¯®«³· ¥¬, ·²® fung ´³­¤ ¬¥­² «¼­ .
Ǳ³±²¼ un ! u. �®£¤  Aun ! Au. �­ ·¨², g = Au. �

�§ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ 2 ¯°®¢¥°¨¬ ª®­¥·­®¬¥°­®±²¼ ª®¿¤° . �­  ¢¨¤­  ¨§ (14):

ImA � Im(I2 + T2):

Ǳ° ¢ ¿ · ±²¼ ¨¬¥¥² ª®­¥·­®¬¥°­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥, §­ ·¨², ¨ «¥¢ ¿.

� ¬¥²¨¬ ¯« ­ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ 3. �°¥¤£®«¼¬®¢ ®¯¥° ²®° A
¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­® ®²®¡° ¦ ¥² (KerA)? ­  ImA ¨ ¢ ±¨«³ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨
¨¬¥¥² ®¡° ²­»© (¯® ²¥®°¥¬¥ ®¡ ®¡° ²­®¬ ®¯¥° ²®°¥), ®¡®§­ ·¨¬ ¥£® B0. Ǳ°®-
¤®«¦¨¬B0 ¤® ®¯¥° ²®°  B, ¯®«®¦¨¢ ¥£® ° ¢­»¬ ­³«¥¢®¬³ ®¯¥° ²®°³ ­  (ImA)?.
�·¨²»¢ ¿ ª®¬¯ ª²­®±²¼ ª®­¥·­®¬¥°­®£® ®¯¥° ²®° , ¬®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® � {
¯ ° ¬¥²°¨ª±.

�  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ³²¢¥°¦¤¥­¨¿, ®¡° ²­»¥ ª ³²¢¥°¦¤¥­¨¿¬ 1 ¨ 2.

5. �ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ½««¨¯²¨·­®±²¨ ¨ ´°¥¤£®«¼¬®¢®±²¨. C«¥¤³¾-
¹ ¿ ²¥®°¥¬  ¿¢«¿¥²±¿ ®±­®¢­®© ¢ ­ ±²®¿¹¥¬ ¯ ° £° ´¥.

�¥®°¥¬  8. Ǳ³±²¼ A { Ǳ�� ¨§ 	mph(M). �®£¤  ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿

½ª¢¨¢ «¥­²­».

1Æ. �¯¥° ²®° A ½««¨¯²¨·¥­.

2Æ. �¯¥° ²®° A ¨¬¥¥² ¤¢³±²®°®­­¨© ¯ ° ¬¥²°¨ª± B 2 	mph(M) ¢ ±¬»±«¥

²¥®°¨¨ Ǳ��.

3Æ. A { ´°¥¤£®«¼¬®¢ ®¯¥° ²®° ¨§ Hs(M) ¢ Hs�m(M) ¯°¨ «¾¡®¬ s.
4Æ. Ǳ°¨ «¾¡®¬ s c¯° ¢¥¤«¨¢   ¯°¨®°­ ¿ ®¶¥­ª 

kuks;M � Cs
�kAuks�m;M + kuks�1;M

�
: (16)

�®«¥¥ ²®£®, ³±«®¢¨¥ 3Æ ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ s ° ¢­®±¨«¼­® ½²®¬³ ³±«®¢¨¾ ¯°¨

¢±¥µ s, ¨ ²® ¦¥ ¢¥°­® ¤«¿ ³±«®¢¨¿ 4Æ.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �» ³¦¥ §­ ¥¬, ·²® 1Æ ) 2, 1Æ ) 4Æ ¯°¨ ¢±¥µ s ¨ 1Æ ( 4Æ

¯°¨ ª ª®¬-­¨¡³¤¼ s.
�¥¯¥°¼ § ¬¥²¨¬, ·²® Ǳ�� ¯®°¿¤ª  �1 ¿¢«¿¥²±¿ ª®¬¯ ª²­»¬ ®¯¥° ²®°®¬

¨§ Hs1 ¢ Hs2 ¯°¨ «¾¡»µ s1 ¨ s2. Ǳ®½²®¬³ 2
Æ ) 3Æ ¯°¨ ¢±¥µ s.

Ǳ°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥ 3Æ ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ s. �®£¤  ®¯¥° ²®°
A ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­® ®²®¡° ¦ ¥² (KerA)? ­  ImA ¨ ¯® ²¥®°¥¬¥ ®¡ ®¡° ²­®¬
®¯¥° ²®°¥ ¨¬¥¥² ­¥¯°¥°»¢­»© ®¡° ²­»©. Ǳ®½²®¬³ ­  (Ker�)? ¨¬¥¥² ¬¥±²®
 ¯°¨®°­ ¿ ®¶¥­ª 

kuks;M � CkAuks�m;M : (17)

Ǳ³±²¼ fujgN1 { ¡ §¨± ¢ KerA, ®°²®­®°¬¨°®¢ ­­»© ¢ ±¬»±«¥ ±ª «¿°­®£® ¯°®¨§-
¢¥¤¥­¨¿ ¢ Hs(M). �®£¤  «¾¡ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ Hs(M) ¯°¥¤±² ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥

u = eu+X(u; uj)s;Muj ;

£¤¥ eu 2 (KerA)?. Ǳ®½²®¬³

kuks;M � C[kAeuks�m;M+
X

j(u; uj)s;M jkujks;M ] � C 0[kAuks�m;M+
X

j(u; uj)s;M j]:

� ¬¥²¨¬, ·²®
j(u; v)s;M j � C 00kuks�1;Mkvks+1;M ; (18)

½²®² ¢ °¨ ­² ®¡®¡¹¥­­®£® ­¥° ¢¥­±²¢  �¢ °¶  ¯®¿±­¨¬ ­¥¬­®£® ­¨¦¥. Ǳ®-
½²®¬³ ¯®«³· ¥¬ (16). �§ (16), ª ª ¬» ³¦¥ §­ ¥¬, ±«¥¤³¥² ½««¨¯²¨·­®±²¼ ®¯¥-
° ²®°  A.

�±² «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼ ­¥° ¢¥­±²¢® (18). Ǳ°¨ ¥£® ¯°®¢¥°ª¥ ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ u ¨
v ´³­ª¶¨¿¬¨ 'u ¨  v, £¤¥ ' ¨  { ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ ± ­®±¨²¥«¿¬¨ ¢
­¥ª®²®°®© ª®®°¤¨­ ²­®© ®ª°¥±²­®±²¨. �·¨² ¿ «®ª «¼­»¥ ª®®°¤¨­ ²» ±®£« -
±®¢ ­­»¬¨ ± § ¤ ­­®© ¯«®²­®±²¼¾, ¬®¦¥¬ ¯¥°¥©²¨ ­  ª °²³. � R

n ­³¦­®¥
­¥° ¢¥­±²¢® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ½«¥¬¥­² °­®, ­ ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿
�³°¼¥. �

�®¯®«­¨²¥«¼­»¥ § ¬¥· ­¨¿. 1. �±«¨ KerA = 0, ²®  ¯°¨®°­ ¿ ®¶¥­ª 

¢¥°­  ¢ ´®°¬¥ (17).

�²® ±«¥¤³¥², ­ ¯°¨¬¥°, ¨§ ¯°¥¤«®¦¥­¨¿ 2.

2. Ǳ³±²¼ ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� A 2 	mph(M) ¨¬¥¥² ®¡° ²­»© A�1 ¯°¨ ¢±¥µ

s. �®£¤  A�1 { ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ¨§ 	�mph (M).

�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ B { ¯ ° ¬¥²°¨ª±, ²®

BAA�1 = (I + T1)A
�1 = B;

®²ª³¤  ¢¨¤­®, ·²® A�1 � B { ®¯¥° ²®° ¯®°¿¤ª  �1.

3. �¤°® ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ®¯¥° ²®°  ±®±²®¨² ¨§ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©
¨ ­¥ § ¢¨±¨² ®² s. �® ¥¹¥ ¯°¥¤±²®¨² ¯®ª § ²¼, ·²® ¨­¤¥ª± ­¥ § ¢¨±¨² ®²
s ¨ ·²® ®¡° ²¨¬®±²¼ ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ®¯¥° ²®°  ¯°¨ ª ª®¬-­¨¡³¤¼ s ¢«¥·¥²
®¡° ²¨¬®±²¼ ¯°¨ ¢±¥µ s.
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6. �®¯°¿¦¥­­»© ®¯¥° ²®°. Ǳ³±²¼ A { Ǳ�� ¨§ 	m(M), ¨ ¯³±²¼ ±­ · « 
m � 0. �®£¤  A ¨ A(�) { ®£° ­¨·¥­­»¥ ®¯¥° ²®°» ¢ L2(M) ¨ ° ¢¥­±²¢®

(Au; v)0;M = (u;A(�)v)0;M : (19)

¢¥°­® ¤«¿ ´³­ª¶¨© u, v ¨§ Hm(M). �­® ®§­ · ¥², ·²® ®¯¥° ²®° A(�) ±®-

¯°¿¦¥­ ª A ¢ ±¬»±«¥ ²¥®°¨¨ ®¯¥° ²®°®¢ ¢ £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥. �
¤ «¼­¥©¸¥¬ ¡³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ¥£® ¢ ¢¨¤¥ A�, ¡¥§ ±ª®¡®ª ¢ ¯®ª § ²¥«¥.

Ǳ³±²¼ ²¥¯¥°¼ m > 0. �®£¤  A { ­¥®£° ­¨·¥­­»© ®¯¥° ²®° ¢ L2(M). �£®
®¡« ±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ D(A) ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ­±²¢® Hm(M). �±«¨ A § ¬ª­³²,
²® ¢¢¨¤³ ¯«®²­®±²¨ ¢ L2(M) ¥£® ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®­ ¨¬¥¥² ±®¯°¿¦¥­­»©
A� ¢ ±¬»±«¥ ²¥®°¨¨ ®¯¥° ²®°®¢ ¢ £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.

�¥®°¥¬  9. Ǳ³±²¼ ®¯¥° ²®° A 2 Hm
ph(M), m > 0, ½««¨¯²¨·¥­. �®£¤ 

½²® § ¬ª­³²»© ®¯¥° ²®° ¢ L2(M). �®¯°¿¦¥­­»© ®¯¥° ²®° A� ±®¢¯ ¤ ¥² ±

´®°¬ «¼­® ±®¯°¿¦¥­­»¬ A(�) ¨ ¨¬¥¥² ²³ ¦¥ ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ Hm(M).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ°®¢¥°¨¬ § ¬ª­³²®±²¼. Ǳ³±²¼ ul 2 Hm(M), ul ! u ¢
H0(M) ¨ Aul ! f ¢ H0(M). �®£¤  Aun ! Au ¢ H�m(M), ² ª ·²® Au = f
¢ H�m(M). �® ² ª ª ª f 2 H0(M), ²® ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ¯®¢»¸¥­¨¨ £« ¤ª®±²¨
u 2 Hm(M). � ª¨¬ ®¡° §®¬, u 2 D(A) ¨ Au = f . �²® ¨ ®§­ · ¥², ·²® ®¯¥° ²®°
A § ¬ª­³².

�» ¨¬¥¥¬ v 2 D(A�) ¨ A�v = g, ¥±«¨

(Au; v)0;M = (u; g)0;M ¤«¿ u 2 Hm(M): (20)

�°¥¬¥­­® ®¡®§­ ·¨¬ ®¯¥° ²®° A(�) ·¥°¥§ B. �¬¥¥¬

(Au; v)0;M = (u;Bv)0;M ¤«¿ u; v 2 Hm(M): (21)

�²® ¯°®¢¥°¿¥²±¿  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¥© ´³­ª¶¨© u ¨ v ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨¬¨ ´³­ª-
¶¨¿¬¨.

�§ ±° ¢­¥­¨¿ (20) ¨ (21) ¢¨¤­®, ·²® D(B) = �m(M) � D(A�) ¨ A� = B ­ 
D(B).

C ¤°³£®© ±²®°®­», ¥±«¨ v 2 D(A�) ¨ A�v = g ¢H0(M), ²® Bv = g ¢H�m(M).
�® g 2 H0(M) ¨ B ½««¨¯²¨·¥­, ² ª ·²® ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» ® ¯®¢»¸¥­¨¨ £« ¤ª®±²¨
v 2 Hm(M). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ³±² ­®¢«¥­® ®¡° ²­®¥ ¢ª«¾·¥­¨¥ D(A�) � D(B)
¨ ±®¢¯ ¤¥­¨¥ ½²¨µ ¤¢³µ ®¯¥° ²®°®¢. �

�ª®¡ª¨ ¢ ¯®ª § ²¥«¥ ¬» ²¥¯¥°¼ ¡³¤¥¬ ®¯³±ª ²¼ ¨ ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ (¤«¿ ½««¨-
¯²¨·¥±ª¨µ A) A� ¢¬¥±²® A(�).
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�¥ª¶¨¿ 11

7. Ǳ°®±²¥©¸¨¥ ±¯¥ª²° «¼­»¥ ±¢®©±²¢  Ǳ��. � ½²®¬ ¯³­ª²¥ ¬» ¡³¤¥¬
° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¯±¥¢¤®¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° ª ª ®¯¥° ²®° ¢ L2(M).

�®£« ±­® ¨§¢¥±²­»¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿¬, °¥§®«¼¢¥­²­®¥ ¬­®¦¥±²¢® �(A) ®¯¥° -
²®°  A ¢ £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ H { ½²® ¬­®¦¥±²¢® ² ª¨µ ²®·¥ª � ­ 
ª®¬¯«¥ª±­®© ¯«®±ª®±²¨, ·²® ®¯¥° ²®° A� �I ¨¬¥¥² ®£° ­¨·¥­­»© ®¡° ²­»©

RA(�) = (A� �I)�1;

­ §»¢ ¥¬»© °¥§®«¼¢¥­²®© ®¯¥° ²®°  A ¢ ²®·ª¥ �. �²® ®²ª°»²®¥ ¬­®¦¥±²¢®;
¤®¯®«­¥­¨¥ �(A) ª ­¥¬³ § ¬ª­³²® ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ±¯¥ª²°®¬ ®¯¥° ²®°  A. �
¨­²¥°¥±³¾¹¥¬ ­ ± ±¥©· ± ±«³· ¥ H = H0(M).

�±«¨ Ǳ�� A ¨§ 	m(M) ¨¬¥¥² ®²°¨¶ ²¥«¼­»© ¯®°¿¤®ª m, ²® ®­ ª®¬¯ ª²¥­
¢ H0(M), ² ª ª ª ¤¥©±²¢³¥² ®£° ­¨·¥­­»¬ ®¡° §®¬ ¨§ H0(M) ¢ H�m(M),  
H�m(M) ¢«®¦¥­® ¢ H0(M) ª®¬¯ ª²­®. �¯¥ª²° ² ª®£® ®¯¥° ²®°  ±®±²®¨² ¨§
­³«¿ ¨ ¨§®«¨°®¢ ­­»µ ­¥­³«¥¢»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨©, ª ¦¤®¬³ ­¥­³«¥¢®¬³
±®¡±²¢¥­­®¬³ §­ ·¥­¨¾ ®²¢¥· ¥² ª®­¥·­®¬¥°­®¥ ª®°­¥¢®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®,
±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ½²®¬³ ±®¡±²¢¥­­®¬³ §­ ·¥­¨¾ ±®¡±²¢¥­­»µ ¨
¯°¨±®¥¤¨­¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ¨ ­³«¿. �®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¬®£³² ±ª ¯«¨¢ ²¼±¿
²®«¼ª® ª ­³«¾. �®·ª  0 ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨«¨ ­¥ ¡»²¼ ±®¡±²¢¥­­»¬ §­ ·¥­¨¥¬,
­® ®¯¥° ²®° A ­¥ ´°¥¤£®«¼¬®¢ ¢ H0(M) (µ®²¿ ´°¥¤£®«¼¬®¢ ª ª ®¯¥° ²®° ¨§
H0(M) ¢ H�m(M)): ¥£® ®¡« ±²¼ §­ ·¥­¨© ­¥§ ¬ª­³²  ¢ H0(M). �®·ª¨ �,
² ª¨¥, ·²® ®¯¥° ²®° A��I ¢ £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ H ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ´°¥¤-
£®«¼¬®¢»¬, ­ §»¢ ¾²±¿ ²®·ª ¬¨ ±³¹¥±²¢¥­­®£® ±¯¥ª²°  ®¯¥° ²®°  A. � -
ª¨¬ ®¡° §®¬, 0 { ²®·ª  ±³¹¥±²¢¥­­®£® ±¯¥ª²°  Ǳ�� ®²°¨¶ ²¥«¼­®£® ¯®°¿¤ª .

Ǳ°¨ m = 0 ¯®«¨®¤­®°®¤­»© Ǳ�� ¨¬¥¥² ±³¹¥±²¢¥­­»© ±¯¥ª²°, ±®±²®¿¹¨©
¨§ §­ ·¥­¨© � £« ¢­®£® ±¨¬¢®«  a0(x; �). �¥©±²¢¨²¥«¼­®, £« ¢­»© ±¨¬¢®« Ǳ��
A� �I ° ¢¥­ a0(x; �)� �, ¨ ¯°¨ ² ª¨µ � ½²®² ®¯¥° ²®° ­¥ ½««¨¯²¨·¥­, §­ ·¨²,
­¥ ´°¥¤£®«¼¬®¢ ¢ H0(M).

Ǳ°¨m > 0 ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� A ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ­¥¯³±²®¥ °¥§®«¼¢¥­²­®¥ ¬­®-
¦¥±²¢®. �±«¨ ½²® ² ª ¨ � ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¥¬³, ²® °¥§®«¼¢¥­²  RA(�) ª®¬¯ ª²­ 
¢ H0(M), ² ª ·²® A { ®¯¥° ²®° ± ª®¬¯ ª²­®© °¥§®«¼¢¥­²®©. �¯¥ª²° ² ª®£®
®¯¥° ²®° , ª ª ¨§¢¥±²­®, ±®±²®¨² ¨§ ¨§®«¨°®¢ ­­»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨©,
ª®²®°»¥ ¬®£³² ±ª ¯«¨¢ ²¼±¿ ²®«¼ª® ª ¡¥±ª®­¥·­®±²¨. � ¦¤®¬³ ±®¡±²¢¥­­®¬³
§­ ·¥­¨¾ ®²¢¥· ¥² ª®­¥·­®¬¥°­®¥ ª®°­¥¢®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®. Ǳ°® ®¯¥° ²®°»
± ² ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ £®¢®°¿², ·²® ®­¨ ¨¬¥¾² ¤¨±ª°¥²­»© ±¯¥ª²°.

�±«¨ A = A�, ²® ®¯¥° ²®° A ­ §»¢ ¥²±¿ ± ¬®±®¯°¿¦¥­­»¬. �¯¥ª²° ² ª®£®
®¯¥° ²®°  «¥¦¨² ­  ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ®±¨, ¯°¨±®¥¤¨­¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ­¥². �±«¨
A { ± ¬®±®¯°¿¦¥­­»© ª®¬¯ ª²­»© ®¯¥° ²®° ¢ H, ²® ®­ ¨¬¥¥² ®°²®­®°¬¨°®-
¢ ­­»© ¡ §¨± ¨§ ±®¡±²¢¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢. �­ «®£¨·­® ®¡±²®¨² ¤¥«® ¢ ±«³· ¥
± ¬®±®¯°¿¦¥­­®£® ®¯¥° ²®°  ± ª®¬¯ ª²­®© °¥§®«¼¢¥­²®©.

�§ ±ª § ­­®£® ±«¥¤³¥², ·²® ± ¬®±®¯°¿¦¥­­»© Ǳ�� ®²°¨¶ ²¥«¼­®£® ¯®°¿¤ª 
¨¬¥¥² ®°²®­®°¬¨°®¢ ­­»© ¡ §¨± ¨§ ±®¡±²¢¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¢ H0(M). �±«¨ A
½««¨¯²¨·¥­, ²®, ¨±¯®«¼§³¿ ²¥®°¥¬³ ® ¯®¢»¸¥­¨¨ £« ¤ª®±²¨, «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼,
·²® ±®¡±²¢¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¯°¨­ ¤«¥¦ ² C1(M). �±«¨ A { ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�O
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¯®«®¦¨²¥«¼­®£® ¯®°¿¤ª , ²®  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ½²® ®¯¥° ²®° ± ª®¬¯ ª²­®© °¥-
§®«¼¢¥­²®© ¨ ®°²®­®°¬¨°®¢ ­­»¬ ¡ §¨±®¬ ¨§ ±®¡±²¢¥­­»µ ´³­ª¶¨©. � ±­®¢ 
«¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿, ·²® ®­¨ ¯°¨­ ¤«¥¦ ² C1(M).

Ǳ°¨¬¥°®¬ ± ¬®±®¯°¿¦¥­­®£® ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ®¯¥° ²®°  (¯®°¿¤ª  2) ¿¢«¿-
¥²±¿ ®¯¥° ²®° �¥«¼²° ¬¨{� ¯« ±  ­  °¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨.

�±«¨ Ǳ�� A ­¥­³«¥¢®£® ¯®°¿¤ª  ½««¨¯²¨·¥­, ­® ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ± ¬®±®¯°¿¦¥­-
­»¬ ®¯¥° ²®°®¬, ²® ¥£® ±®¡±²¢¥­­»¥ ¨ ¯°¨±®¥¤¨­¥­­»¥ ´³­ª¶¨¨ ¯°¨­ ¤«¥¦ ²
C1(M). �²® ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ®­¨ ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ¿¤° ¬ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ®¯¥-
° ²®°®¢ (A� �I)k ± ­ ²³° «¼­»¬¨ k.

�® §¤¥±¼ ¯°¨ ­¥¶¥«®¬ m ¯°¨µ®¤¨²±¿ ­¥±ª®«¼ª® ° ±¸¨°¨²¼ ª« ±± ° ±±¬ ²°¨-
¢ ¥¬»µ Ǳ�� ¨ ¤®¯³±²¨²¼, ·²® ¢  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¬ ° §«®¦¥­¨¨ ±¨¬¢®«  ¯®-
°¿¤ª¨ ±« £ ¥¬»µ ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ®²«¨· ¾²±¿ ®² m ­  ¶¥«®¥ ·¨±«®. Ǳ®¤°®¡­®
­  ½²®¬ ®±² ­ ¢«¨¢ ²¼±¿ ­¥ ¡³¤¥¬.

8. � ¬®±®¯°¿¦¥­­»© ®¡° ²¨¬»© ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ��.

�¥®°¥¬  9. Ǳ³±²¼ t -«¾¡®¥ ¢¥¹¥±²¢¥­­®¥ ·¨±«® ¨ a0(x; �) { ¡¥±ª®­¥·­®

£« ¤ª ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  T �M n0, ¯®«®¦¨²¥«¼­® ®¤­®°®¤­ ¿ ±²¥-

¯¥­¨ t. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ®¡° ²¨¬»© ± ¬®±®¯°¿¦¥­­»© Ǳ�� A ¨§ 	tph(M)
c £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬ a0, ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­® ¨ ­¥¯°¥°»¢­® ®²®¡° ¦ ¾¹¨©

Ht(M) ­  H0(M).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ´¨ª±¨°³¥¬ ª®­¥·­®¥ ¯®ª°»²¨¥ fOkgK1 ¬­®£®®¡° -
§¨¿ M ª®®°¤¨­ ²­»¬¨ ®ª°¥±²­®±²¿¬¨ ¨ ¯®¤·¨­¥­­®¥ ¥¬³ ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶»P
'k = 1, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©. Ǳ³±²¼  k { ¡¥±ª®­¥·­®

£« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ ± ­®±¨²¥«¿¬¨ ¢ Ok, ° ¢­»¥ 1 ¢ ®ª°¥±²­®±²¿µ ­®±¨²¥«¥© ´³­ª-
¶¨© 'k. Ǳ¥°¥­®±¿ ´³­ª¶¨¾ a0(x; �) ­  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ª °²», ±²°®¨¬ ² ¬
Ǳ�� A(k) ¢ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ ± ½²¨¬ £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬. Ǳ®« £ ¥¬ ±­ -
· « 

A0 =
X

'kA
(k) k � :

�²® ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ­  M ± £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬ a0. Ǳ®« £ ¥¬

A1 = ReA0 =
1
2 (A0 + A�0):

�²® ± ¬®±®¯°¿¦¥­­»© ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ± ²¥¬ ¦¥ £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬. �±«¨
¥£® ¿¤°® KerA1 ²°¨¢¨ «¼­®, ²® ®­ ®¡° ²¨¬. Ǳ³±²¼ ®­® ­¥²°¨¢¨ «¼­®. �®£¤ 
®­® ª®­¥·­®¬¥°­® ¨ ±®±²®¨² ¨§ ¡¥±ª®­¥·­® £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©; ¢®§¼¬¥¬ ¢ ­¥¬
®°²®­®°¬¨°®¢ ­­»© ¡ §¨± fej(x)g. Ǳ®«®¦¨¬

A = A1 +
X

(�; ek)0;Mek:

�²®² Ǳ�� ®²«¨· ¥²±¿ ®² A1 ­  ¡¥±ª®­¥·­® ±£« ¦¨¢ ¾¹¨© ®¯¥° ²®°, ² ª ·²®
½²® ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ± ²¥¬ ¦¥ £« ¢­»¬ ±¨¬¢®«®¬, ¨ ®­ ®±² ¥²±¿ ± ¬®±®-
¯°¿¦¥­­»¬. Ǳ°®¢¥°¨¬, ·²® ¥£® ¿¤°® ²°¨¢¨ «¼­®. �­® ±®±²®¨² ¨§ ¡¥±ª®­¥·­®
£« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©. Ǳ°¥¤±² ¢¨¬ «¾¡³¾ ´³­ª¶¨¾ ¨§ ­¥£® ¢ ¢¨¤¥ u = v + w, £¤¥
v ? KerA1 ¨ w 2 KerA1. �®£¤  v; w 2 �1(M) ¨

Au = A1v +
X

(w; ek)0;Mek:
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�¤¥±¼
(A1v; ek)0;M = (v; A1ek) = 0;

² ª ·²®
Av 2 (KerA1)

?;
X

(w; ek)0;Mek 2 KerA1:

Ǳ®½²®¬³ ¥±«¨ Au = 0, ²® A1v = 0 ¨ Aw = w, ² ª ·²® w = 0. �® A1 ­¥ ¬®¦¥²
 ­­³«¨°®¢ ²¼ ­¥²°¨¢¨ «¼­»¥ ½«¥¬¥­²» ¨§ (KerA1)

?, ¯®½²®¬³ ¨ v = 0.
�² ª, A ®±³¹¥±²¢«¿¥² ­³¦­»© ¨§®¬®°´¨§¬. �

� ¡³¤³¹¥¬ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ² ª¨¥ ¨§®¬®°´¨§¬» ¬®¦­® ³±² ­®¢¨²¼ ¯°¨
¯®¬®¹¨ ±²¥¯¥­¥© ®¤­®£® ½««¨¯²¨·¥±ª®£® Ǳ�� ¯®°¿¤ª  1.

�¥®°¥¬  10. Cª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ (u; v)0;M ¢ H0(M) ¯°®¤®«¦ ¥²±¿

¤® ­¥¯°¥°»¢­®© ´®°¬» ­  Hs(M) � H�s(M) ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ®¡®¡¹¥­­®¬³

­¥° ¢¥­±²¢³ �¢ °¶ 

(u; v)0;M � Cskuks;Mkvk�s;M : (22)

�²  ´®°¬  ¯°¨ v 2 H�s(M) ¤ ¥² ®¡¹¨© ¢¨¤ «¨­¥©­®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ´³­ª-

¶¨®­ «  ­ ¤ Hs(M).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ°®¤®«¦¨¬®±²¼ ´®°¬» ¨ ­¥° ¢¥­±²¢® (22) ¢»¢®¤¿²±¿
¨§  ­ «®£¨·­»µ °¥§³«¼² ²®¢ ¢ Rn . �§ (22) ±«¥¤³¥², ·²® ½«¥¬¥­²» v ¨§ H�s(M)
®¯°¥¤¥«¿¾² «¨­¥©­»¥ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨®­ «» (u; v)0;M ­ ¤ Hs(M). �²®
½²® ®¡¹¨© ¢¨¤ «¨­¥©­®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ´³­ª¶¨®­ «  ­ ¤ Hs(M), ¯°®¢¥°¿¥²±¿
¯°¨ ¯®¬®¹¨ ²¥®°¥¬» �¨±±  ®¡ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ´³­ª¶¨-
®­ «  ¢ £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ H = H0(M) ¨ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬». �°.
«¥ª¶¨¨ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ±¥¬¥±²° . �

9. �®«¼ ¿¤°  Ǳ�� A�. � ½«¥¬¥­² °­®© ²¥®°¨¨ «¨­¥©­»µ ®¯¥° ²®°®¢
¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¥±«¨ A { ®¯¥° ²®° ¢ £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ H c ¯«®²-
­®© ®¡« ±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿, ²® ±®¯°¿¦¥­­»© ®¯¥° ²®° A� ±³¹¥±²¢³¥², ¥£® ¿¤°®
KerA� § ¬ª­³²® ¨

H = ImA�KerA�: (23)

�¥®°¥¬  11. Ǳ³±²¼ A { ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ¨§ 	mph(M). � ±±¬®²°¨¬ ¥£®

ª ª ®¯¥° ²®° ¨§ Hs(M) ¢ Hs�m(M). �¯° ¢¥¤«¨¢  ´®°¬³« 

Hs�m(M) = ImA�KerA�; (24)

£¤¥ ®°²®£®­ «¼­®±²¼ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ®²­®±¨²¥«¼­® ´®°¬» (u; v)0;M , ¯°®¤®«-

¦¥­­®© ­  Hs�m(M)�Hm�s(M).
Ǳ®¿±­¨¬, ·²® §¤¥±¼ ImA § ¬ª­³²  ¢ Hs�m(M),   KerA� ª®­¥·­®¬¥°­® ¨ ­¥

§ ¢¨±¨² ®² s, ² ª ª ª A� ½««¨¯²¨·¥­ ¢¬¥±²¥ ± A. �³¹¥±²¢¥­­®, ·²® ¬» ¬®¦¥¬
° ±±¬ ²¨¢ ²¼ A� ¢® ¢±¥© ±®¡®«¥¢±ª®© ¸ª «¥, ®¡»·­®£® ¯®­¿²¨¿ ±®¯°¿¦¥­­®£®
®¯¥° ²®°  ¢ £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ²³² ­¥¤®±² ²®·­®.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 11. �±«¨ m � 0 ¨ s = m, ²® ´®°¬³«  (24)
­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ±«¥¤³¥² ¨§ ´®°¬³«» (23).
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�²®² °¥§³«¼² ² ®§­ · ¥², ·²® ¢ ±«³· ¥m � 0 ³° ¢­¥­¨¥ Au = f c f 2 H0(M)
¨¬¥¥² °¥¸¥­¨¥ u 2 Hm(M) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  A�f = 0. �¥©· ± ¬»
®¡®¡¹¨¬ ½²®² °¥§³«¼² ² ­  ¯°®¨§¢®«¼­»¥ m ¨ s.

�¯¥° ²®° ¨§ ²¥®°¥¬» 9 ®¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ �t. �° ¢­¥­¨¥ Au = f ½ª¢¨¢ -
«¥­²­® ³° ¢­¥­¨¾

Bv = g; £¤¥ B = �s�mA�
�1
s ; v = �su; g = �s�mf:

�¤¥±¼ B { ½««¨¯²¨·¥±ª¨© Ǳ�� ¯®°¿¤ª  0 ¨ v; g 2 H0(M). �«¿ ¥£® ° §°¥¸¨¬®-
±²¨ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» ¢»¯®«­¿«®±¼ ³±«®¢¨¥

(g; w)0;M = 0 ¯°¨ B�w = 0;

².¥. (¯®« £ ¥¬ h = �s�mw)

(�s�mf; w)0;M = 0 ¯°¨ ��1s A��s�mw = 0;

².¥.
(f; h)0;M = 0 ¯°¨ A�h = 0:

�¬¥­­® ½²¨ ³±«®¢¨¿ ¨ ­ ¤® ¡»«® ¯®«³·¨²¼. �

�«¥¤±²¢¨¥. �­¤¥ª± ½««¨¯²¨·¥±ª®£® Ǳ�� A ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®©

{(A) = dimKerA� dimKerA* : (25)

�­ ­¥ § ¢¨±¨² ®² s.

10. � «¼­¥©¸¨¥ ±¢®©±²¢  ¨­¤¥ª± . Ǳ³±²¼ H1, H2, H3 { £¨«¼¡¥°²®¢»
¯°®±²° ­±²¢ .

Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 3. Ǳ³±²¼ A1 : H1 7! H2, A2 : �2 7! H3 { ´°¥¤£®«¼¬®¢»

®¯¥° ²®°». �®£¤  A2A1 : H1 7! H3 { ´°¥¤£®«¼¬®¢ ®¯¥° ²®° ¨

{(A2A1) = {(A2) + {(A1): (26)

�²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¢® ¬­®£¨µ ª­¨£ µ. �®§¬®¦­®, ¬» ¤®ª ¦¥¬
¥£® ¢ ­ · «¥ ±«¥¤³¾¸¥£® ±¥¬¥±²° .

Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 4. Ǳ³±²¼ A : H1 7! H2 { ´°¥¤£®«¼¬®¢ ®¯¥° ²®° ¨ B : H2 7!
H1 {¯ ° ¬¥²°¨ª± ¤«¿ A. �®£¤  B { ´°¥¤£®«¼¬®¢ ®¯¥° ²®° ¨

{(B) = �{(A): (27)

Ǳ¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤®ª §»¢ ²¼ ­¥ ¡³¤¥¬, ¤«¿ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ A ®­® ®·¥-
¢¨¤­®. �®°¬³«  (27) ±«¥¤³¥² ¨§ (26), ² ª ª ª ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ BA ¨¬¥¥² ­³«¥¢®©
¨­¤¥ª±.

Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 5. Ǳ³±²¼ A { ´°¥¤£®«¼¬®¢ ¨ T { ª®¬¯ ª²­»© ®¯¥° ²®°»

¨§ H1 ¢ H2. �®£¤  A+ T { ´°¥¤£®«¼¬®¢ ®¯¥° ²®° ¨§ H1 ¢ H2 ¨

{(A+ T ) = {(A): (28)
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�²® ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ¯ ° ¬¥²°¨ª± B ¤«¿ A ®±² ¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°¨ª±®¬ ¤«¿
A+ T .

Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 6. Ǳ³±²¼ A { (®£° ­¨·¥­­»©) ´°¥¤£®«¼¬®¢ ®¯¥° ²®° ¨§ H1

¢ H2. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ·¨±«® " > 0, ·²® ¥±«¨ �A { ®¯¥° ²®° ¨§ H1

¢ H2 c ­®°¬®© k�Ak < ", ²® A+�A { ´°¥¤£®«¼¬®¢ ®¯¥° ²®° ¨

{(A+�A) = {(A): (29)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. Ǳ³±²¼ B { ¯ ° ¬¥²°¨ª± ¤«¿ A. �®£¤ 

B(A+�A) = BA+B�A = I1 + T1 +B�A:

Ǳ³±²¼
kBkk�Ak < 1:

�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² (I1 + B�A)�1 ¨

(I1 + B�A)�1B(A+�A) = I1 + (I +B�A)�1T1:

Ǳ®±«¥¤­¥¥ ±« £ ¥¬®¥ ª®¬¯ ª²­®, ² ª ·²® (I1+B�A)
�1B { «¥¢»© ¯ ° ¬¥²°¨ª±

¤«¿ A + �A. Ǳ° ¢»© ±²°®¨²±¿  ­ «®£¨·­®, ² ª ·²® ¬®¦­® ¢§¿²¼ " = kBk�1.
�¾¡®© ®¡° ²¨¬»© ®¯¥° ²®° ¨¬¥¥² ­³«¥¢®© ¨­¤¥ª±, ² ª ·²® ¨­¤¥ª± ¯®±²°®¥­-
­®£® ¯ ° ¬¥²°¨ª±  ² ª®© ¦¥, ª ª ³ B. �²±¾¤  ¨ ¨§ ¯°¥¤«®¦¥­¨¿ 4 ±«¥¤³¥²
(29).

Ǳ°¥¤«®¦¥­¨¥ 7. Ǳ³±²¼ A { ´°¥¤£®«¼¬®¢ ®¯¥° ²®° ¨§ H1 ¢ H2 ± ­³«¥¢»¬

¨­¤¥ª±®¬. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ª®­¥·­®¬¥°­»© ®¯¥° ²®° T , ·²® A+ T
®¡° ²¨¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢® (c°. ± · ±²¼¾ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 6). Ǳ³±²¼ u1; : : : ; um
{ ¡ §¨± ¢ KerA ¨ v1; : : : ; vn { ¡ §¨± ¢ KerA�. Ǳ®«®¦¨¬ Tuj = vj (j = 1; : : : ;m),
T = 0 ­  (KerA)? ¨ ° ±¯°®±²° ­¨¬ T ­  H1 ¯® «¨­¥©­®±²¨. �²® ª®­¥·­®-
¬¥°­»© ®¯¥° ²®°, ² ª ·²® ®­ ª®¬¯ ª²¥­ ¨ A + T ±®µ° ­¿¥² ­³«¥¢®© ¨­¤¥ª±.
�¥¯¥°¼ ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® A+ T ¨¬¥¥² ²°¨¢¨ «¼­®¥ ¿¤°®.

Ǳ³±²¼ h { ½«¥¬¥­² ½²®£® ¿¤° . Ǳ³±²¼ h = h1+h2, £¤¥ h1 2 KerA ¨ h2 ? KerA.
�®£¤ 

(A+ T )h1 = Th1; (A+ T )h2 = Ah2; Th1 ? Ah2;

² ª ·²® Th1 = 0 ¨ Ah2 = 0. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® h1 = 0,   ² ª¦¥ ·²® Ah2 = 0
¨ h2 = 0 (±¬. ¯°¥¤«®¦¥­¨¥ 2). �


